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Vorwort

In dem Mage, wie die digitale Registrierung von Phénomenen unserer Umwelt zunimmt,
wiichst auch das Bediirfnis nach der Analyse der aufgezeichneten Signale und nach In-
formationen tiber Moglichkeiten der Datenauswertung. In den entsprechenden Lehrbii-
chern wird durchweg entweder die Signalverarbeitung behandelt, also die Analyse deter-
ministischer Signale, oder man beschiiftigt sich mit den Zufallsprozessen, den stochasti-
schen Signalen. Die Unterscheidung in deterministische und stochastische Signale ist
hidufig nicht eindeutig, da die Grenze zwischen beiden Arten von Signalen flieBend ist.
In diesem Buch werden sowohl die deterministischen als auch die stochastischen Signale
behandelt. Dies bietet einmal den Vorteil, daB Verfahren, die zur Analyse deterministi-
scher Signale entwickelt werden, wie Fourier-Reihe, Fourier-Transformation, z-Transfor-
mation und Filterung, fiir die Untersuchung der stochastischen Signale bereits zur Verfii-
gung stehen. Zum anderen wird offensichtlich, wie eng die Methoden zur Analyse deter-
ministischer und stochastischer Signale miteinander verflochten sind. Da beide Arten
von Signalen betrachtet werden, mufl der Inhalt des Buches eingeschriinkt werden, was
aber nur bedeutet, daB fiir spezielle Verfahren auf weitergehende Literatur verwiesen
wird. Die Grundlagen zur Analyse digitaler Signale werden in aller Ausfiihrlichkeit be-
handelt.

Die Untersuchung der deterministischen und der stochastischen Signale beginnt im Ein-
dimensionalen. Es folgt die Verallgemeinerung auf héhere Dimensionen, in denen die
zweidimensionalen Signale eingehender erortert werden. Bekanntlich erzeugt man zwei-
dimensionale Signale in der digitalen Bildverarbeitung, die inzwischen in der Geodisie
und Photogrammetrie so intensiv genutzt wird. Die Beispiele zur Analyse zweidimensio-
naler deterministischer und stochastischer Signale werden daher aus der digitalen Bild-
verarbeitung gewihlt.

Im Kapitel 2, das den deterministischen Signalen gewidmet ist, werden die oben erwihn-
ten Grundlagen zuniichst fiir den eindimensionalen, dann fiir den mehrdimensionalen
Fall erarbeitet, auf die im Kapitel 3, das die stochastischen Signale behandelt, zuriickge-
griffen wird. Ausfiihrlich werden im Kapitel 2 die eindimensionalen und zweidimensio-
nalen digitalen Filter erdrtert und Methoden zu ihrer numerischen Realisierung disku-
tiert.

Kapitel 3 behandelt die stochastischen Prozesse und spezielle Zufallsprozesse. Die Schiit-
zung von Momentfunktionen und des Spektrums werden erbrtert sowie die Schiitzung
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von Parametern in speziellen Modellen fiir die stochastischen Prozesse, um beispiels-
weise das Problem der optimalen Filterung zu 16sen. Kapitel 3 widmet sich intensiv den
Signalen mit Markoff-Eigenschaft. Fiir sie lassen sich die Wahrscheinlichkeitsdichten
mit Hilfe der Gibbs-Verteilungen bequem angeben. Probleme der digitalen Bildverarbei-
tung wie Bildrestaurierung, Kantenextraktion oder Mustererkennung ktnnen dann mit
diesen Verteilungen geldst werden.

Allen Studentinnen und Studenten der Universitiit Bonn sowie Mitarbeiterinnen und Mit-
arbeitern des Instituts fiir Theoretische Geodisie, die durch Korrekturen und Verbesse-
rungsvorschlige am Manuskript zum Erscheinen dieses Buches beigetragen haben, dan-
ken wir sehr. Unser besonderer Dank gilt den Herren Dr.-Ing. A. Busch, Dipl.-Ing. J.
Klonowski, Dipl.-Ing. M. Késter und MSc. Y.J. Pan fiir ihre vielen Anregungen und Frau
1. Wahl fiir die Reinschrift des Buches. SchlieBlich mdchten wir noch die gute Zusam-
menarbeit mit dem Verlag dankend erwéhnen.

Bonn, im Oktober 1993 Karl-Rudolf Koch und Michael Schmidt
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1  Einleitung

Natiirliche Phdnomene, die in Abhéngigkeit einer oder mehrerer Veréinderlicher mathe-
matisch beschrieben oder meBtechnisch erfaflt werden, bezeichnet man als Signale. In
der Geodisie werden beispielsweise Signale bei der elektrooptischen Entfernungsmes-
sung erzeugt, indem ein Trigersignal mit vorgegebener Frequenz generiert wird, das
durch ein weiteres Signal mit ebenfalls gegebener Frequenz moduliert wird. In der
Photogrammetrie benutzt man zum Beispiel digitale Kameras, um Abbilder der Umwelt
zu registrieren. Man erhiilt Grauwerte von Bildelementen in der Abbildungsebene. Die
Grauwerte sind von der Position in der Bildebene abhingig, so daB sie ein zweidimen-
sionales Signal charakterisieren.

Sind Signale vorhersagbar oder determinierbar, spricht man von deterministischen Signa-
len. Dagegen liegen stochastischen Signalen Phinomene zugrunde, die sich zufillig dn-
dern und sich nicht exakt beschreiben oder vorhersagen lassen. Das Trigersignal mit
dem aufgeprégten Modulationssignal in dem eingangs erwiihnten Beispiel der elektroop-
tischen Streckenmessung 146t sich mathematisch vollstindig beschreiben, es stellt ein
deterministisches Signal dar. Bei der physikalischen Realisierung des Signals iiberlagemn
sich aber elektronische Storanteile, die nicht exakt vorhersagbar sind und daher ein sto-
chastisches Signal bilden.

Im Kapitel 2 werden die deterministischen Signale, im Kapitel 3 die stochastischen
Signale behandelt. Deterministische Signale werden durch harmonische Schwingungen
dargestellt, deren Summe auf die Fourier-Reihe und das Fourier-Integral fithrt. Mit der
aus dem Fourier-Integral gewonnenen Fourier-Transformation erhilt man das Spektrum
des Signals, das die komplexen Amplituden des Signals in Abhingigkeit von den Fre-
quenzen angibt. Durch eine Filterung gilt es nun, das Spektrum des Signals derart zu
verindern, daB es gewiinschte Eigenschaften besitzt. Beispielsweise sollen aus einem
Signal Amplituden hoher Frequenzen, die durch Stérungen verursacht wurden, herausge-
filtert werden. Sowohl eindimensionale als auch mehrdimensionale Signale werden be-
handelt. Der Entwurf von Filtern bleibt allerdings auf den ein- und zweidimensionalen
Fall beschriinkt.

Im Gegensatz zu den deterministischen Signalen, bei denen harmonische Schwingungen
geniigen, sind die stochastischen Signale nur mit gréflerem Aufwand zu beschreiben.
Man benutzt die Wahrscheinlichkeitsdichte des Signals, die aber nicht immer vorliegt, so
daB man sich auf die Momentfunktionen, und zwar die Erwartungswertfunktion und die
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Autokovarianzfunktion beschrinkt. Die Fourier-Transformation der Autokovarianzfunk-
tion fithrt auf das Spektrum, das den Frequenzinhalt des stochastischen Signals représen-
tiert. Bei der Filterung stochastischer Signale wird das Spektrum derart verindert, daB es
gewiinschte Eigenschaften besitzt. Beim Optimalfilter beispielsweise werden Rauschan-
teile im Signal unterdriickt.

Fiir spezielle eindimensionale stochastische Signale und fiir spezielle mehrdimensionale
Zufallsfelder lassen sich die Wahrscheinlichkeitsdichten angeben. Fiir Zufallsfelder mit
Markoff-Eigenschaft folgen die Gibbs-Verteilungen, mit denen Wahrscheinlichkeitsdich-
ten besonders einfach auszudriicken sind. Die Verteilungen sind abhéingig von Parame-
tern, die in der Regel unbekannt sind, so daB sie aus einer Realisierung eines Zufallsfel-
des zu schiitzen sind. Mit diesen Schiitzwerten lassen sich dann die Zufallsfelder be-
schreiben und beispielsweise Texturen, die in digitalen Bildern enthalten sind, erkennen.
Auf dieses Beispiel wird ausfiihrlich eingegangen.

Zur besseren Ubersicht werden im Text die Beispiele mit dem Zeichen A und die Bewei-
se von Sitzen mit dem Symbol o abgeschlossen.



2  Deterministische Signale

Als deterministisches Signal wird eine Funktion verstanden, die sich mathematisch voll-
stindig beschreiben liflt. Der Wert des Signals ergibt sich aus einem bekannten Bil-
dungsgesetz in Abhédngigkeit von einer oder mehreren Variablen, dem sogenannten Index
oder Indexvektor. Dementsprechend unterscheidet man zwischen ein- und mehrdimensio-
nalen Signalen. Besteht das Signal nicht nur aus einem, sondern aus mehreren Werten,
liegt ein ein- oder mehrdimensionales vektorielles Signal vor. Besondere Bedeutung
kommt den periodischen Signalen zu, da sie als Spezialfall auch die nicht periodischen
oder aperiodischen Signale enthalten. Urspriinglich liegen die deterministischen Signale
in kontinuierlicher oder analoger Form vor. Die numerische Analyse erfordert jedoch
diskrete oder digitale Signale, die aus der Digitalisierung der kontinuierlichen Signale
gewonnen werden.

Die folgenden Kapitel behandeln zunichst die eindimensionalen Signale und Systeme
sowie die eindimensionale Filterung. Anschlieflend werden die Zusammenhinge auf den
mehrdimensionalen Fall verallgemeinert, wobei die zweidimensionalen Signale und
Systeme nidher betrachtet werden. Zuletzt wird die zweidimensionale Filterung vorge-
stellt.



21 Eindimensionale Signale und lineare Systeme
211 Signaldarstellung

Ein eindimensionales kontinuierliches oder analoges Signal wird durch
x(t) (211.1)
beschrieben, wobei .
t mit tedR (211.2)

der Index bedeutet, der Element der iiberabzihlbaren Indexmenge T = R ist. Der Wert
des Signals x(t) ist also abhiingig vom Index t. Dagegen wird ein eindimensionales dis-
kretes oder digitales Signal durch

x(n) (211.3)
dargestellt. In diesem Fall bezeichnet
n mit neZ=1{0,%1,%2,...} oder ne M = {0,1,2,...} (211.4)

den Index, der Element der abziihlbaren Indexmengen T = Z oder T = My ist. Abbildung
211-1 zeigt ein Beispiel fiir ein diskretes eindimensionales Signal.

x(n)

Abb. 211-1: Diskretes Signal x(n)

Die Indizes t und n in (211.2) und (211.4) kdnnen als Mafleinheiten beispielsweise fiir
die Zeit oder fiir die Entfernung aufgefat werden. Im folgenden werden t und n mit der
Zeit identifiziert.

Die Deltafunktion 8(t) ist definiert durch

00

J x(1)é(t-7)dt = x(7) . (211.5)

-0
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Sie bewirkt die Ausblendung des Signalwertes x(7) aus dem kontinuierlichen Signal
x(t). Analog zu (211.5) erhiilt man den diskreten Signalwert x(k) aus

)

¥ x(n)d(n-k) = x(k) , (211.6)
n=-%
worin d(n) der diskrete Einheitsimpuls bedeutet. Er ist definiert durch
1 fir n=0
d(n) = (211.7)
0 fir n#0
und in Abbildung 211-2 dargestellt.
d(n)
1

» n

2 - 0 1 2

Abb. 211-2: Diskreter Einheitsimpuls

212 Harmonische Schwingung

Kontinuierliche Signale in Abhiéingigkeit von der Zeit werden hiufig durch eine Summe
harmonischer Schwingungen beschrieben, so daB} auf ihre Darstellung zunichst eingegan-
gen werden soll.

Eine harmonische Schwingung x(t) als Funktion der Zeit t ist in reeller Form durch
x(t) = C cos(agt-9) (212.1)

definiert, worin C die Amplitude, @y die Kreisfrequenz, wyt die Phase und ¢ der Phasen-
winkel bedeuten. Die Kreisfrequenz @y wird mit

wo = 27/T (212.2)
durch die Periode T der Schwingung dargestellt, fiir die allgemein

x(t+kT) = x(t) (212.3)
mit k € 7 gilt. Aus (212.1) folgt also mit (212.2)

C cos(mp(t+kT)-9) = C cos(wpt+27k-¢9) = C cos(wpt-9) .
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Wie in Abbildung 212-1 dargestellt, 1Bt sich die Periode T auch als Zeitdifferenz zwi-
schen dem ersten Maximum der Schwingung auf der positiven t-Achse an der Stelle tg =
@/ wy und dem folgenden Maximum an der Stelle tg + T interpretieren. Fiir die Frequenz

x(t)

v

Abb. 212-1: Harmonische Schwingung

fo der Schwingung gilt

fo=1/T = ay/2n . (212.4)
Mit dem Additionstheorem der cos-Funktion ergibt sich aus (212.1)

x(t) = C cosipt cosp + C sinwgt sing .
Fiihrt man die Konstanten A und B durch

A = C cosp

B = C sing (212.5)
ein, erhélt man die harmonische Schwingung zu

x(t) = A cosmpt + B sinwgt . (212.6)
Sind andererseits A und B bekannt, folgt aus (212.5)

C = (A4B)1/2
und

@ = arctan(B/A) . (212.7)
Die beiden Darstellungen (212.1) und (212.6) der harmonischen Schwingung sind also
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dquivalent und kénnen durch Umrechnung der Konstanten ineinander iiberfiihrt werden.

SchlieBlich soll die harmonische Schwingung (212.1) durch komplexe Grofen dargestellt
werden. Aus der Eulerschen Formel

el = cosz + jsine mit j = (-1)!/% (212.8)

erhilt man fiir ¢ = 2n7 und ¢ = (2n+l)x

™ =1 und DT o 1 fiir ne{0.%1.£2,...} . (212.9)
Weiterhin ergeben sich wegen
cos(-@) = cosa und sin(-a) = -sino (212.10)

aus (212.8) die Zusammenhiinge

cosa = 5 (1%e%) und sina = 3= (e (212.11)
Fiihrt man das Ergebnis fiir cosa in (212.1) ein, folgt

x(1) = 5 e 1%i%t 4 £ ei%ivot (212.12)
Mit den zueinander konjugiert komplexen Koeffizienten D und D*

D=5e® una pr=§el?, (212.13)
fiir die mit (212.5) und (212.8) gilt

D=5 (A-jB) und D* = 3 (A+jB) , (212.14)
148t sich fiir (212.12) schreiben

x(t) = D el%! 4 px g-joot (212.15)

Damit ist neben (212.1) und (212.6) die dritte Darstellung der harmonischen Schwingung
gefunden.

Eine noch kompaktere Form erhélt man mit dem komplexen Signal x,(t)
xg(t) = C e-1%I%t = op ei%t (212.16)

worin /20! als komplexe Schwingung mit der Phase @t und 2D als komplexe Amplitu-
de interpretierbar sind. Die reelle Zeitfunktion x(t) ergibt sich aus (212.12) zu

x(1) = 5 (k1) + x*(1)) = Re(xi(1)) (212.17)
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worin x*(t) wieder das konjugiert komplexe Signal und Re den Realteil der komple-
xen Funktion bedeuten.

213 Fourier-Reihe

Eine periodische Funktion 148t sich durch eine Summe harmonischer Schwingungen un-
terschiedlicher Amplituden und Frequenzen annéhern. Bei der Wahl der Frequenzen geht
man in der Weise vor, daB die sogenannte Grundfrequenz festgelegt wird, die sich nach
(212.2) aus der Periode der anzunihernden Funktion bestimmt. Die héheren Frequenzen
sind ganzzahlige Vielfache der Grundfrequenz. Die Amplituden und Phasen der harmo-
nischen Schwingungen werden durch eine Anpassung an die periodische Funktion nach
der Methode der kleinsten Quadrate, also durch eine Parameterschétzung bestimmt.

Es sei xp(t) der Wert eines periodischen Signals an der Stelle t. Fiir die Periode T gelte
mit (212.2)

T = 27/ , (213.1)
wobei @y die Grundfrequenz bezeichnet. Entsprechend (212.6) wird dann xp(t) darge-

stellt durch

K
xp(1) = 50+ 3 (Accoskagt+Bsinkapt) (213.2)
k=1

worin k mit k £ K die Ordnungszahl! der sogenannten Harmonischen bedeutet.

An N Stellen t,, die gleichmiBig liber die Periode T aus (213.1) verteilt sind, sei die
periodische Funktion x,(t) gegeben. Dabei wird das Intervall zwischen -#/wg = -T/2
und 7/ @ = T/2 gewihlt, so daB folgt

2 T "
tn=--7a§—o+w—:fﬁ=-2+T§ fir ne(0,1,...,N-1} . (213.3)

Addiert man auf der linken Seite von (213.2) den Fehler e,, der Anpassung, erhilt man
die Beobachtungsgleichung fiir die Parameterschétzung

K
xp(tn) + €a = 52+ I (ArcoskoglBysinkapt,) (213.4)
k=1

in der die Koeffizienten Ag, A und By fiir ke{1,...,K) die unbekannten Parameter be-
zeichnen. Aus N Beobachtungen sind also 2K+1 unbekannte Parameter zu schitzen, so
daB}

N 2 2K+l (213.5)



gelten mul.

Die Koeffizientenmatrix X des Modells fiir die Parameterschitzung (Koch 1987, S.178)
folgt mit

1/2 coswgty sinwgty ... cosKwgty sinKegtg

1/2 coswgt; sinwgt; ... cosKegt; sinKaegt,
X =

1/2 coswpty—;sin@pty—) cosKagtn—sinKmgty_

und hieraus die Normalgleichungsmatrix X'X (Koch 1987, S.186). Die Sinus- und Cosi-
nus-Funktionen sind zueinander orthogonal wegen

N-1 0 fir k#m

¥ coskapt, cosmapt, =

n=0 N/2 fir k=m und k>0
sowie der entsprechenden Gleichung fiir die Sinus-Funktion und

N-1

Y sinkogt, cosmagt, = 0 .

n=0

Um die erste Beziehung fiir k # m zu zeigen, wird mit (212.11) umgeformt

N1 1 N1 kegty, -jkegt jmogty , -jmgt
I coskapt, cosmigty = 7 L (e3*00tn e 1X00ny (oIM00tn, oI 000LRy
n=0 n=0
Nach Multiplikation auf der rechten Seite folgt der erste Summand mit (212.9) und
(213.3) zu

N-1 . . N-1 .
é 3 el (k+m)wgty _ % e-](k+m)1: 3 e2J(k+m)nrth )
n=0 n=0

Mit der Summe einer geometrischen Reihe

N-1 KN
T (xk)n = X (213.6)
n=0 1-xk

erhilt man weiter

Nil o2i (ksm)na/N 1.2 (kem)m
1-62j (k+m)a/N *

n=0

so daBl wegen (212.9) der erste Summand sich zu Null ergibt. Die iibrigen Summanden
besitzen ebenfalls den Wert Null, und es folgt
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N-1

Y coskagt, cosmmpt, = 0 fir k # o .

n=0
Um die zweite Bezichung zu zeigen, wird wegen cosa cosff = %[cos(a-ﬁ)wos(mﬁ)]
mit (212.9), (212.11), (213.3) und (213.6) gebildet

N'l 1 N"l
Y coskagt, coskwgt, = 7 L (l+cos2kagt,)
n=0 n=0
N-1 . .
- ;+ % 3 (e2jkﬂ)0ln+e-2jkmotn)
n=0
N-1 . . . .
- g_+ i‘ ) (e4jkm|:INe-2Jkn+e-41knn/NeZJkn:)
n=0
_ N
= 5.

Die restlichen Orthogonalititsbezichungen lassen sich entsprechend beweisen. Weiter
folgt mit dhnlichen Ableitungen

N-1

¥ coskagt, = 0

n=0

und die entsprechende Gleichung fiir die Sinus-Funktion.

Fiir die Normalgleichungsmatrix X'X erhélt man daher die Diagonalmatrix
X'X = (N/2) diag(1/2,1,1,...,1) .

Mit ihrer Inversen ergeben sich dann die Schiitzwerte der Parameter zu

N-1
Ax =T2J oxp(tn) coskapt, fir ke{0,1,...,K}

n=l
2 N-1
By = N Y xp(ty) sinkagt, fir ke{1,2,...,K} . (213.7)
n=0
Mit den aus (213.7) bestimmten Koeffizienten Ay und By 148t sich dann x,(t) an einer
beliebigen Stelle t mit (213.2) darstellen.

Ist das periodische Signal nicht nur an den diskreten Stellen x,(t,) gegeben, sondern
liegt ein kontinuierliches Signal x,(t) vor, dann ist die Periode T im Intervall -7/ @y und
7/ wg in sehr viele kleine Zeitabschnitte dt einzuteilen, so dal T = Ndt gilt. Aus (213.1)
folgt dann



11

N = T _ 2=
T dt T @edt -
Substituiert man dieses Ergebnis in (213.7), ersetzt die Summationen durch Integrationen
und fiihrt in (213.2) fiir eine moglichst gute Anpassung noch mit N + « eine unendliche
Summe ein, so folgt die Fourier-Reihe

xp(1) = 50+ I (hecoskaotBysinkaot) (213.8)

mit
n/ag

| xp(t)cos(kapt)dt fiir ke{0,1,...,=}
-n/wg

Ax

as

n/ g
= | xp(t)sin(kagt)dt fir ke{l,2,...,2} . (213.9)

[0}
By T
-nlog

Mit den komplexen Koeffizienten Dy 148t sich wegen (212.15) mit der Festlegung By = 0
die Fourier-Reihe kompakter schreiben durch

xp(t) = I Dyel ! (213.10)

k=-o
mit
D_x = D* , (213.11)

wobei Di* konjugiert komplex zu Dy ist, so dal aus (212.14) folgt
Di = 5 (Ak-jB) und Dy = 5 (AcriBy) . (213.12)

In der Fourier-Reihe (213.10) ist also dem Vielfachen kwg der Grundfrequenz gy die
komplexe Amplitude Dy zugeordnet. Fiir sie folgt nach Substitution von (213.9) mit
(212.8)
n/eg .
D = 52 | xp(t)e JK0otyy (213.13)
-n/ g

Aus der Darstellung der komplexen Amplitude Dy durch ihren Realteil Re und ihren
Imaginiirteil Im

Dy = Re(Dg) + jIm(Dy)

= |Dy|e!* (213.14)

mit
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ID) = (Re(D)*+Im (D)%) /% = (DD*) /2,
¢ = arctan(Im(Dy)/Re(Dy))
folgt wegen (213.11)
[Dx| = |Dy]| . (213.15)

Die reellen Amplituden |Dy| sind also symmetrisch beziiglich k = 0. Thre Darstellung in
Abhingigkeit von den Vielfachen kay der Grundfrequenz wy bezeichnet man als diskre-
tes Amplitudenspektrum. Es veranschaulicht den Frequenzinhalt des Signals, denn die
Frequenzen kay, fiir die die Amplituden |Dy| groBe Werte annehmen, sind am stirksten
in xp(t) vertreten. Die Abbildung 213-1 zeigt ein Beispiel. Die Darstellung der Phase ¢y
in Abhingigkeit von kg wird diskretes Phasenspektrum genannt. ZusammengefaBt heilt
Dy auch komplexes diskretes Amplitudenspektrum oder diskretes Spektrum.

Dol
D, |

D,

4
e

0 0, 20, 30, 40,
Abb. 213-1: Diskretes Amplitudenspektrum

Ist das Signal xp(t) eine gerade Funktion, gilt also
xp(t) = xp(-t) , (213.16)

dann miissen die Sinus-Terme in der Fourier-Reihe (213.8) verschwinden, so daBl nur die
Cosinus-Glieder verbleiben. Liegt andererseits eine ungerade Funktion mit

xp(t) = -xp(-1) (213.17)

vor, dann enthilt die Fourier-Reihe nur die Sinus-Terme.

214 Fourier-Transformation

Wie im vorangegangenen Abschnitt gezeigt, lassen sich periodische Signale als Summe
harmonischer Schwingungen darstellen. Liegen aperiodische Signale vor, muB die
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Fourier-Reihe zum Fourier-Integral verallgemeinert werden.

Das periodische Signal xp(t) sei mittels der komplexen Amplituden Dy nach (213.10)
und (213.13) dargestellt durch

xp(1) = T Deel¥0t mi py = 52 n}moxp(t ye Ikmotgy (214.1)
k=-% -n/wg
Die Periode T = 27/mg aus (213.1) des Signals soll jetzt bis ins Unendliche ausgedehnt
werden, so daB die periodischen Wiederholungen des Signals im Unendlichen verschwin-
den und aus dem periodischen Signal ein aperiodisches entsteht. Dies wird erreicht,
wenn @ gegen Null geht. Ersetzt man @y durch Aw und die Integrationsvariable t durch
7, erhiilt man anstelle von (214.1)

x() = 3 42" j xp(t)e K0Ty ikbot
k=-00 Aw

Man kann nun den Grenziibergang Ao gegen Null vornehmen, wobei zu beachten ist, dafl
kAo gleich o wird. Man erhilt
0 n/Aw . .
xp(1) = 7z Al 3 ([ xp(r)e TKOTgp)eitintyy
k=-0 -n/An
Die Periode wird jetzt unendlich groB, so daB aus dem periodischen Signal x,(t) das
aperiodische Signal x(t) entsteht, folglich

x(t) = ” 1 (j x(7)e 1%dr)edo
oder
x(t) = TX(]w)e"‘"dw mit X(jo) = Tx(t)e'j‘“‘dt : (214.2)

Dies sind die beiden Fourier-Integrale, die als Fourier-Transformation bezeichnet wer-
den. Das erste Integral wird auch inverse Fourier-Transformation genannt. Abgekiirzt
schreibt man die Fourier-Transformation hiufig wie folgt

x(t) — X(jo) . (214.3)
Analog zu (213.14) kann die komplexe Grofie X(jw) in der Form
X(jo) = [X(jo)|eI*®

dargestellt werden. Die reellen Amplituden |Dy| der Fourier-Reihe (213.10) liefern ein
diskretes Amplitudenspektrum. Mit |X(jo)| und ¢(w) erhilt man nun ein kontinuierli-
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ches Amplitudenspektrum und ein kontinuierliches Phasenspektrum. Das kontinuierliche
Amplitudenspektrum ist fiir ein reelles Signal x(t) beziiglich ® = 0 symmetrisch. Es
folgt nimlich zunichst aus (214.2) wegen (212.13)

X*(jo) = X(-jo) .
Weiter gilt nach (213.14) |X*(jo)| = |X(j®)| und somit
[X(Go)| = |X(-jo)]| .

Abbildung 214-1 zeigt ein Beispiel fiir ein kontinuierliches Amplitudenspektrum. Zu-
sammengefaBt wird X(jo) auch als komplexes kontinuierliches Amplitudenspektrum oder
als Spektrum bezeichnet.

| X(jo)|

r 8

VN N

v
=

0

Abb. 214-1: Kontinuierliches Amplitudenspektrum

Bei der Ableitung der Fourier-Transformation waren zeitbegrenzte Signale vorausgesetzt
worden, deren Wiederholungen sich ins Unendliche schieben lassen. Das Fourier-Integral
wird daher fiir Signale, die sich bis ins Unendliche erstrecken, nicht konvergieren.

Beispiel 1: Fiir das konstante Einheitssignal
x(t) =1
soll das Spektrum nach (214.2) berechnet werden. Allgemein gilt mit (212.11)

2 jot 1 _-jot a 2 joa _-joa 2 .
e’ Tdt = - o e |-a = 775 (e7™-e7™) = 7 sinwa . (214.4)
-a

Fiir das Spektrum des konstanten Einheitssignals folgt daher mit

X(jo) = f et = 2 5in

-0

ein unbestimmter Ausdruck. A
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Beispiel 2: Die Fourier-Transformation fiir das Rechtecksignal
1 fir |t| <c
x(t) =
0 fir |t|>c
1dBt sich mit (214.4) angeben durch
¢ -jot 2
X(jo) = [ e?%dt = Z sinac . (214.5)
-C

Fiir das zeitlich begrenzte Rechtecksignal existiert also das Fourier-Integral. A
Ist x(t) absolut integrierbar im Sinne von
[ |x(t)]|dt < e, (214.6)

dann existiert das Fourier-Integral X(j®) und 148t sich mit (214.2) nach x(t) tansformie-
ren (Papoulis 1962, S.9). Es gibt allerdings Funktionen, die nicht absolut integrierbar
sind und deren Fourier-Integrale dennoch existieren.

Zerlegt man den Integranden des Fourier-Integrals X(jo) in (214.2) mit (212.8) und
(212.10) in den Real- und Imaginiirteil und spaltet das Integral durch Substitution t = -7
und anschlieBender Umbezeichnung auf, erhilt man

(-

| x(t)coswtdt - j [ x(t)sinotdt

- 00 -00

X(jo)

™ 0
[ [x(t)+x(-t)]1coswtdt - j [ [x(t)-x(-t)]sinmtdt . (214.7)
0 -0
Hieraus erkennt man, da8 X(jw) reell ist, wenn x(t) gerade ist, wenn also (213.16) gilt.
Andererseits ist X(jw) imaginir, wenn x(t) ungerade ist, wenn also (213.17) gilt. Der
Realteil von X(jw) ist gerade und der Imaginirteil ungerade.

Hiufig bendtigte Fourier-Transformationen befinden sich zum Beispiel in (Stearns 1984,
S.48; Papoulis 1977, S.61).

Im folgenden soll noch auf die Faltung eingegangen werden. Mit den Funktionen x,(t)
und x,(t) wird das Integral definiert

xi(t) * xa(t) = [ x(7)xa(t-1)dT , (214.8)

-00

das als Faltung oder Konvolution bezeichnet wird. Das Zeichen * auf der linken Seite
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symbolisiert die Faltungsoperation. Sind nun

x1(t) — X(jo) und x3(t) — Xy(jw) (214.9)
zwei Fourier-Transformationspaare, so ist auch

x1(1) * x3(t) = X (jo)Xa(jo) (214.10)

ein Transformationspaar. Der Faltung (214.8) entspricht also die Multiplikation (214.10)
der Fourier-Transformationen. Um diese Beziehung zu beweisen, wird nach (214.2) die
Fourier-Transformation X(j®) der Faltung gebildet

[

XGO = ] a0 * m(0% = | T (ot e

-00 -00 =00

Durch die Variablentransformation u = t-7 mit du = dt und durch Vertauschung der In-
tegrationsfolge erhélt man

[ [ x1(D)xy(u)dr eI gy

-00 =00

X(jo)

? xl(r)e'jm(T xp(w)e 1%u)de

- 00 -00

X1(jo)Xa(jw)

und damit die gewiinschte Beziehung. Um aber die Integrationsfolgen vertauschen zu
konnen, miissen die Funktionen x;(t) und x,(t) quadratisch integrierbar sein (Papoulis
1962, S.27). Es muf also gelten

| |xi(t) |2t < e fiir ie{l,2} . (214.11)
Beispiel 3: Das Dreiecksignal
1- Do e <
x(t) = (214.12)
0 fir |t| >c

148t sich durch die Faltung zweier Rechtecksignale der Linge ¢/2

1 fir |t] £c/2
k(L) = mit ke{1,2}
0 fir |[t| >c/2

erzeugen. Aus (214.8) folgt ndmlich
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1= 1 c/2
z I XI(T)Xz(l'f)dT = c {2X2(l-f)d't
- 00 _c

c/2
[ dt=1-
-c/2+t

Ofe=

=1 fir 0<t<c (214.13)
und ein entsprechendes Ergebnis fiir 0 > t > ¢, so daB das Dreiecksignal erhalten wird.
Aus der Fourier-Transformation (214.5) des Rechtecksignals ergibt sich nun mit (214.10)
und (214.13) die Fourier-Transformation X(j®) des Dreiecksignals (214.12) zu

X(jo) = 2 sin? & (214.14)
w’c
A
Setzt man 7 = 0 in der Definition (211.5) der Deltafunktion 8(t), folgt
| 6(t)x(t)dt = x(0) . (214.15)
Hiermit erhilt man wegen (212.9)
| 8(vyedotdL =1 . (214.16)
Dies ist die Fourier-Transformation (214.2) der Deltafunktion, so daB sich
&(t) — 1 (214.17)

ergibt (Papoulis 1977, S.100). Die Transformation ist in Abbildung 214-2 dargestelit.

3(t) [X(jo)l
A A
3
1
> t »
0 0

Abb. 214-2: Deltafunktion und ihre Fourier-Transformation
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Eine Verallgemeinerung der Fourier-Transformation stellt die Laplace-Transformation
dar, um auch die Transformation von Signalen zu erhalten, die mit wachsendem t nicht
abnehmen. Existiert das Fourier-Integral aus (214.2)

X(jo) = [ x(t)e 1%t
-0
beispielsweise fiir eine Funktion x(t) nicht, dann L#8t sich x(t) mit der abnehmenden
Exponentialfunktion e ™ fira>0 multiplizieren, so daB fiir das Produkt als Integrand
das Integral existiert. Nimmt man weiter an, daB x(t) =0 fiir t < 0 gilt, erhiilt man

X(z+jo) = | x(t)e @D,
0

Substituiert man schlieBlich die komplexe Variable s mit s = @ + jw, erhiilt man die La-
place-Transformation

X(s) = ? x(t)e e . (214.18)
0

215 Abtastung kontinuierlicher Signale

Mit (213.10) wird ein kontinuierliches und periodisches Signal durch ein diskretes Spek-
trum dargestellt, eine diskrete Funktion also in eine kontinuierliche und periodische
Funktion transformiert. Vertauscht man Signal und Spektrum, so bedeutet dies, daB ein
beliebiges diskretes Signal in ein kontinuierliches periodisches Spektrum transformiert
wird. Ein diskretes Signal x(k) nach (211.3) werde durch Abtastung eines kontinuierli-
chen Signals x(t) an den Stellen t = kAt mit

x(k) = x(t = kAt)

erhalten, wobei At das Abtastintervall bezeichnet. Das komplexe kontinuierliche Ampli-
tudenspektrum Xp(j®), das von der Kreisfrequenz o abhingt, erhilt man aus (213.10)
mit (213.13), indem t durch @, wy durch At ersetzt und das Vorzeichen der Exponential-
funktionen wie in (213.13) und (213.10) gewihit wird

X(j0) = I x(k)e K@ (215.1)
k=-o
mit
n/At .
x(k) = Az_; | Xp(jo)e* o . (215.2)
t

-n/A
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Mit (212.9) gilt

g JkAtO _ o-jkAL(er2nn/AL) gy, ne{0,+1,£2,...} ,

so daB das Spektrum X, (j®) nach (212.3) periodisch mit der Periode 2x/At ist. Man be-
zeichnet 27/ At als Abtastkreisfrequenz oder auch als Abtastfrequenz.

Um festzustellen, wie das Spektrum X (jw) des durch Abtastung gewonnenen Signals
x(k) sich zu dem Spektrum X(jw) des abgetasteten kontinuierlichen Signals x(t) ver-
hilt, wird x(t) an den abgetasteten Stellen t = kAt mit X(j®) nach (214.2) dargestellt
durch

x(k) = 7= | X(joye %o . (215.3)

Das Integral iiber die @-Achse wird in eine unendliche Summe von Integralen iiber Inter-
valle der Linge 2r/At zerlegt, fiir die

(-m+2mr) /At < 0 < (A+2mm) /At mit me{0,*1,32,...}
gelte. Man erhiilt anstelle von (215.3)

1 (n+2mr) /At

x(k) = 3z 1

m=-0 (-n+2mm) /At

X(jo)el % .

Mit der Transformation der Variablen @ = 0+2mn/At folgt weiter

o /At . .
x(k) = %_” m)=:-w _n{Mx( i (Q+2nm/at))ed A Beikmrgg

Setzt man wieder { = @, ergibt sich schlieBlich mit (212.9)

n/At [ .
x(k) = 5% {M L T X((o+2mn/81))eM 4 0
- n=-o0

Der Vergleich mit (215.2) liefert das Ergebnis

o0

Xp(i0) = &7 m{, X(j(0s2mm/80) (215.4)
Aus dieser Beziehung ist ersichtlich, da nach Beriicksichtigung des Faktors 1/At, der
durch die Abtastung mit t = kAt hervorgerufen wird, das Spektrum X,(jo) des durch
Abtastung erhaltenen diskreten Signals sich aus dem Spektrum X(j@) des abgetasteten
kontinuierlichen Signals ergibt, indem man X(j®) um alle positiven und negativen Viel-
fache der Abtastfrequenz 27/At verschiebt und aufaddiert. Dies ist in Abbildung 215-1
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dargestellt.

| X(jo)]

w

v

1 1 I
-3n/At -t/At 0 mw/At 3n/At

Abb. 215-1: Summe eines um die Abtastfrequenz 27/At verschobenen kontinuierlichen
Spektrums

[m allgemeinen werden sich die um 2z/At verschobenen kontinuierlichen Spektren iiber-
lagern, so daB das Spektrum X,(jo) des diskreten Signals das Spektrum X(ja@) des kon-
inuierlichen Signals nur unvollkommen wiedergibt. Man bezeichnet diesen Effekt als
Verzerrung, im Englischen "aliasing". Dagegen werde nun angenommen, da das Spek-
rum des kontinuierlichen Signals bandbegrenzt sei, wobei die Grenze durch die halbe
Abtastfrequenz 27/ At bestimmt werde, also

X(jo) =0 fir |o| > m/At . (215.5)
Dann folgt aus (215.4)
Xp(j0) = £ X(jo) fir |o| < w/At . (215.6)

m Intervall -z/At < @ < /At reproduziert also das Spektrum X,(j®) des diskreten
signals das Spektrum X(j®)/At des kontinuierlichen Signals. Die Summe (215.4) fiir
liesen Fall ist in Abbildung 215-2 dargestelit.

Damit keine Verzerrung im Spektrum Xp(j®) des durch Abtastung erhaltenen Signals
wftritt, muB nach (215.6) fiir die hochste Frequenz @, im kontinuierlichen Signal @, <
t/At oder

%-’t‘ > 28, (215.7)

zelten. Ein bandbegrenztes Signal ist daher mit einer Frequenz abzutasten, die gréBer als
las Doppelte der hdchsten Frequenz @, in dem kontinuierlichen Signal ist. Man bezeich-
net die Hilfte #/At der Abtastfrequenz als Nyguist-Frequenz ay, also

oy = w/At > o . (215.8)
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[ X(jo)|

) T »

! 1 J —
-3n/At -/At 0 /At 3n/At

Abb. 215-2: Summe eines um die Abtastfrequenz 27/At verschobenen kontinuierlichen
und nach (215.5) bandbegrenzten Spektrums

Liegt nun kein bandbegrenztes Signal vor, enthdlt x(t) also auch Frequenzanteile im
Bereich |w| > m/At, ist zunichst eine TiefpaBfilterung durchzufiihren, damit fiir das ge-
filterte Signal die gewiinschte Bandbegrenzung nach (215.5) gilt. Das TiefpaBfilter wird
in (216.17) definiert.

Es soll abschlieBend die Aufgabe gelist werden, ein bandbegrenztes kontinuierliches
Signal aus seinen Abtastwerten zu rekonstruieren. Die Abtastfrequenz 2z/At werde aus
der hichsten im Signal vorkommende Frequenz bestimmt. Die Frequenzen @ des Signals
liegen also in dem Intervall -m/At < < @/At. Das kontinuierliche Signal x(t) folgt
dann aus (214.2) mit

1 /At fat
x(1) = 5= | X(joyeldo (215.9)
-l At ’

Das Spektrum X(jo) des kontinuierlichen Signals fiihrt mit (215.6) auf das Spektrum
Xp(jw) des abgetasteten Signals, so daB nach Substitution in (215.9) sich ergibt
n/At .
| Xp(jo)e’'do
t

At
x(t) =
ﬁ-ﬂ/A
und weiter mit X,(j®) aus (215.1)
At m/AL 2 -jkAto, jot
x(t) = | (L x(k)e Je' da .
2?-rtlAt k=-00
Vertauscht man Integration und Summation folgt
x(t) = ¥ x(k)f(t-kAt) (215.10)

k=-w
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mit der Interpolationsfunktion

n/At .
F(1-kat) = 45 [ elo(tKqp
-n/At

Wertet man darin das Integral mit (214.4) aus, erhilt man

sin[(n/At) (1-kAt)]

f(t-kAt) = ZTAD (CKAD) (215.11)

Fiir t = kAt gilt
x(t = kAt) = x(k) ,

denn

zll-log e ;rn/etz);a] = ;_13 cos[(m/At)a] =1 .

Die Gleichung (215.10) liefert mit (215.11) unter der Voraussetzung (215.7) das konti-
nuierliche Signal x(t) aus der Interpolation der Abtastwerte x(k). Die Bedingung
(215.7) fiir die Abtastfrequenz stellt zusammen mit der interpolationsformel (215.10) das
Abtasttheorem dar.

Durch die Abtastung wird das kontinuierliche Signal x(t) in ein diskretes Signal x(k)
iiberfiihrt. Da die Indizes t und k iiblicherweise mit der Zeit identifiziert werden, spricht
man von einer Zeitdiskretisierung. Fiir die numerische Verarbeitung sind auch die
Signalwerte selbst zu digitalisieren, es ist also eine Wertdiskretisierung durchzufiihren,
worauf hier jedoch nicht eingegangen, sondemn auf die Literatur verwiesen wird (Azizi
1983, S.91; Hess 1989, S.13; Hesselmann 1983, S.66).

In Abbildung 215-3 ist das Ablaufschema einer digitalen Signalverarbeitung dargestellt.

x(t)
v

Abtastung
I
x(k)
v

diskretes System

Interpolation

v
y(k) y(t)

Abb. 215-3: Ablaufschema einer digitalen Signalverarbeitung
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Zunichst wird das nach (215.5) bandbegrenzte kontinuierliche Signal x(t) unter Beriick-
sichtigung des Abtasttheorems in das diskrete Signal x (k) iiberfiihrt. Diesem ersten Teil-
schritt schlieBt sich die Transformation durch ein diskretes System beispielsweise unter
Modifikation des Frequenzinhaltes in das diskrete Ausgangssignal y(k) an, worauf im
folgenden Kapitel eingegangen wird. Will man das diskrete Signal y(k) noch in das
kontinuierliche Signal y(t) iiberfiihren, besteht der letzte Teilschritt aus dem Interpola-
tionsvorgang nach (215.10).

216 Lineare Systeme

Als kontinuierliches System bezeichnet man die Vorschrift, die ein kontinuierliches Ein-
gangssignal x(t) in ein kontinuierliches Ausgangssignal y(t) transformiert, also

y(t) = ¢[x(t)] , (216.1)

wobei ¢ den Operator bezeichnet, der die Transformation bewirkt. Abbildung 216-1 gibt
die schematische Darstellung eines Systems wieder. Die physikalische Realisierung eines
Systems bildet beispiclsweise ein Stromkreis.

kontinulerliches
System

x(t) ———| — y(t)

Abb. 216-1: Kontinuierliches System

Fiihrt man Restriktionen fiir die Transformation (216.1) ein, ergeben sich Klassen von
kontinuierlichen Systemen, unter denen die linearen verschiebungsinvarianten Systeme
von besonderem Interesse sind. Ein System heifit linear, wenn das Superpositionsprinzip
gilt. Sind x (t) mitke{1,... K} Eingangssignale, y,(t) Ausgangssignale und a, belie-
bige Konstanten, dann ist das System linear, falls gilt

K K K
o[ L agx ()] = X apdlxi(t)] = T apype(t) - (216.2)
k=1 k=1 k=1

Ein kontinuierliches System heilt verschiebungsinvariant, falls
y(t-11) = ¢[x(t-1y)] (216.3)
fiir beliebiges t; zutrifft.
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Jedes lineare verschiebungsinvariante System 148t sich vollstindig durch seine Impuls-
antwort beschreiben, das heiBit durch seine Reaktion auf den Impuls, der durch die Delta-
funktion 8(t) gegeben ist. Um das zu zeigen, sei 6(t) das Eingangssignal eines linearen
verschiebungsinvarianten Systems. Die Impulsantwort h(t) folgt dann wegen (216.1)
mit

h(t) = ¢[d(t)] . (216.4)
Wegen der Verschiebungsinvarianz (216.3) gilt weiter

h(t-ty) = ¢[8(t-1y)] .
Mit der Definition (211.5) der Deltafunktion 8(t) erhilt man, da 6(t) eine gerade Funk-
tion ist (Papoulis 1977, 8.97), fiir das Eingangssignal x(t)

00

x(t) = [ x(7)é(t-7)dt .

Die Antwort des Systems auf ein Eingangssignal x(7)8(t-7) ist x(7)$[5(t-T)] wegen
der Linearitiit (216.2). Gilt diese Linearitiit auch fiir unendlich viele Terme, erhilt man

y(1) = ¢[x(t)] = [ x(D)$[8(t-7)MdT = [ x(T)h(t-T)dT .

Der rechte Ausdruck entspricht der Faltung (214.8). Mit der Variablentransformation u =
t-7 und du = -dt sowie anschlieBender Umbenennung mit u = t ergibt sich daher
schlieBlich

[ [}

y(t) = x(t) * h(t) = [ x(©)h(t-7)dTt = [ x(t-7)h(7)dT . (216.5)
Hiermit wird offensichtlich, daB ein lineares verschiebungsinvariantes Syslcm vollstiin-
dig durch seine Impulsantwort h(t) beschrieben ist.

Analog den kontinuierlichen Systemen transformieren diskrete Systeme diskrete Ein-
gangssignale x(n) in diskrete Ausgangssignale y(n). Fordert man wieder Linearitit und
Verschiebungsinvarianz entsprechend (216.2) und (216.3), ergibt sich ein diskretes line-
ares verschiebungsinvariantes System. Ist h(n) nach (216.4) die Impulsantwort, also die
Reaktion des Systems auf den mit (211.7) definierten Einheitsimpuls d(n), erhilt man
anstelle von (216.5)

y(n) = x(n) * h(n) = E x(k)h(n-k) = § x(n-k)h(k) . (216.6)
k=-o k=-00

Die rechten Ausdriicke in (216.6) bezeichnet man in Analogie zu (214.8) als diskrete
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Faltung oder diskrete Konvolution, so daB wieder die Schreibweise x(n) * h(n) benutzt
wird.

Beispiel 1: Es gelie
x(n) =0 fir n<0 und n>3
und
h(n) =0 fir n<0 und n>2
sowie
x(n) # 0 und h(n) # 0 (fiir die tibrigen Werte von n ,

dann ergibt die diskrete Faltung
3
y(n) = X x(k)h(n-k) .
k=0

Folglich gilt
y(n) =0 fir n<0 und n>35

und
y(0) = x(0)h(0)
y(1) = x(0)h(1) + x(1)h(0)
y(2) = x(0)h(2) + x(1)h(1) + x(2)h(0)
y(3) = x(h(2) + x(2)h(1) + x(3)h(0)
y(4) = + x(2)h(2) + x(3)h(1)
y(5) = x(3)h(2) A

Diskrete lineare verschiebungsinvariante Systeme werden weiter eingeschrinkt, indem
Stabilitiit und eventuell Kausalitdt gefordert werden. Ein stabiles System liegt genav
dann vor, wenn

Y |h(k)| < e (216.7;
K=-
gilt, so daB ein beschriinktes Eingangssignal auch ein beschrinktes Ausgangssignal er
zeugt. Diese Bedingung muB erfiillt sein, wenn ein System numerisch realisiert werde:
soll. Ein kausales System ist gegeben, wenn das Ausgangssignal an der Stelle n = ng nu
von dem Eingangssignal an den Stellen n < ng und nicht von voraus liegenden Werter
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fiir n > ng abhiingig ist. Wegen (216.6) bedeutet dies
h(n) =0 fir n<O0 . (216.8)

Die Bedingung der Kausalitit muB erfiillt sein, wenn das System fiir Echtzeitprobleme
eingesetzt wird. Systeme, fiir die (216.8) nicht zutrifft, werden als nichtkausal bezeich-
net. Insbesondere sind Systeme mit h(n) = 0 fiir n > 0 antikausal.

Instruktiv ist die Reaktion eines diskreten linearen verschiebungsinvarianten Systems auf
eine harmonische Schwingung als Eingangssignal. Das Ausgangssignal ist nimlich wie-
der eine harmonische Schwingung, allerdings mit geidnderter Amplitude und Phase. Um
dies zu zeigen, sei als Eingangssignal entsprechend (212.16) mit t = nAt, x(n) =
x(t=nAt) und Q = wpAt die komplexe Schwingung

x(n) = /™ mit ne{0,1,£2,...} (216.9)
gewihlt. Mit (212.9) gilt

eI _ 02 gy 041,42, .)

so daB die Schwingung nach (212.3) mit 2x periodisch ist und -7 < Q < & gesetzt wird.
Die Frequenz { ist daher auf 2z normiert und wird auch als normierte Frequenz bezeich-
net. Als Ausgangssignal ergibt sich mit (216.6)

y(n) = E h(k)ej(n'k)0 = M ) h(k)e'jkn )

k=-c0 k=-0

Setzt man

HGjQ) = T heoe @ | (216.10)

k=-0
folgt mit (213.14)
y(n) = H(j@)e™ = |H(jQ) |I*®ei™ = |H(ja)|ed C@/HmE (216.11)

Das Ausgangssignal y(n) ergilﬁ sich also aus der Multiplikation der komplexen
Schwingung (216.9) mit dem komplexen Faktor H(jQ). Das System bewirkt dabei
eine Amplitudeniénderung um den reellen Faktor |H(jQ)| und eine Phasenverschie-
bung um den Wert ¢(2). Man bezeichnet die Funktion H(jQ), da sie in Abhiin-
gigkeit von der Frequenz Q vorliegl, als Frequenzantwort oder Ubertragungsfunktion
des Systems. H(jQ) besitzt nach (212.3) die Periode 27 wegen

ik _ i @2k (216.12)
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Die Gleichung (216.10) 148t sich auch als Fourier-Reihe der Frequenzantwort H(jQ) in-
terpretieren, so daB nach (215.1) und (215.2) die Impulsantwort h(k) wegen

1 % o ion.jki
h(k) = 5= | H(jQ)elda (216.13)
-n

als Uberlagerung komplexer Schwingungen mit den komplexen Amplituden H(jQ) folgt.

Das Ausgangssignal y(n) ergibt sich nach (216.6) aus der diskreten Faltung des Ein-
gangssignals x(n) mit der Impulsantwort h(n). Das Spektrum Y(jQ) von y(n) erhilt
man folglich mit (215.1) zu

00

YGO) = I y(nye ™ = T 3 x(kh(n-kye ™ (216.14)

n=- n=-0 k=-00

Substituiert man m = n-k und n = mtk, ergibt sich weiter

YGQ) = T T x(h(me i@
M=-0 k=-00
Mit
XGQ) = I x() @ und B = I h(me ™ (216.15)
k=-o m=-0
folgt schlieBlich
Y(iQ) = HGQX(Q) . (216.16)

In Analogie zur Fourier-Transformation (214.10) der Faltung kontinuierlicher Signale
entspricht (216.16) der Fourier-Transformation der Faltung (216.6) diskreter Signale.

Aus (216.16) folgt das Frequenzverhalten eines linearen verschiebungsinvarianten
Systems. Durch Vorgabe der Frequenzantwort H(jQ) kann das Spektrum X(jQ) des Ein-
gangssignals in einer Weise modifiziert werden, daB ein Spektrum Y(jQ) des Ausgangs-
signals mit gewiinschten Eigenschaften im Frequenzbereich erhalten wird. Man spricht
dann allgemein von einer Filterung des Signals. Wird innerhalb eines Intervalls oder
mehrerer Intervalle des Frequenzbereichs die Frequenzantwort vernachldssigbar klein,
liegt eine frequenzselektive Filterung des Signals vor, worauf im Kapitel 222 niher ein-
gegangen wird.

Beispiel 2: Das ideale TiefpaBfilter besitzt die Frequenzantwort

. I fir |Q] <€ 0,
H(jQ) = (216.17)
0 fir Q,<|Q s7,
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die in Abbildung 216-2 dargestellt ist. Bis zur Grenze Q, kdnnen alle Frequenzen passie-
ren, alle hheren Frequenzen werden gesperrt. Fiir die Impulsantwort h(n) folgt mit
(214.4) aus (216.13)

1 %0 jng 1.

h(n) = 5= [ ¢!™d0 = — sinnfl, (216.18)
Qp

und damit das gefilterte Signal y(n) aus (216.6). Wegen h(n) # O fiir n < O ist das
System nach (216.8) nicht kausal. A

A

H(iQ)
1
— Q
0 Q. T

Abb. 216-2: Frequenzantwort des idealen TiefpaBfilters

Fiir die Filterung ist eine Klasse von linearen verschiebungsinvarianten Systemen von
besonderer Bedeutung, deren Eingangssignal x(n) und deren Ausgangssignal y(n) durch
eine Differenzengleichung N-ter Ordnung mit den konstanten reellen Koeffizienten ay
und b, verbunden ist,

N M

¥ ayy(n-k) = X bx(n-r) . (216.19)
k=0 r=0

Den Differenzengleichungen, die diskrete Systeme definieren, entsprechen die Differen-

tialgleichungen bei stetigen Systemen (Marko 1986, S.166).

Lost man (216.19) fiir ag # 0 nach y(n) auf

M b N a
y(n) = ¥ Lx(n-r)- L K y(n-k), (216.20)
r=0 a0 k=1 30
erkennt man, daB das Ausgangssignal an der Stelle n sich aus dem Eingangssignal an
derselben Stelle, den M vorangegangenen Werten des Eingangssignals und den N vorher-
gehenden Werten des Ausgangssignals berechnet. Das Ausgangssignal ist das gefilterte
Signal.
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217 Systemfunktion

So wie die Laplace-Transformation (214.18) zur Verallgemeinerung der Fourier-Trans-
formation (214.2) dient, so kann die z-Transformation eines Signals als Verallgemeine-
rung der Fourier-Reihe (215.1) angesehen werden. Sie ist definiert durch

X(z) = I x(k)z™*, (217.1)
k:-oo
worin z eine komplexe Variable bedeutet.
Stellt man z entsprechend (213.14) durch z = re!® dar und substituiert z in (217.1), folgt
X(r,j0) = I x(k)r¥e i (217.2)
k=-0

Mit r = 1, also |z| = 1, ergibt sich daraus die Fourier-Reihe. Mit (217.2) 148t sich aus
der Bedingung (214.6) der absoluten Integrierbarkeit fiir die Existenz des Fourier-Inte-
grals die Bedingung fiir die Konvergenz der z-Transformation ableiten, ndmlich

E [x(k)r %] < oo . (217.3)

k=-0

Wegen der Multiplikation mit r® konvergiert fiir r > 1 die z-Transformation von Signa-
len, deren Fourier-Reihe nicht konvergiert.

Beispiel 1: Die z-Transformation der Folge
x(n) =0 fir n<0 und x(n) =a" fir n20,
wobei a reell sei, ergibt sich aus (217.1) mit (213.6) zu
00 00 1
X(z) = La¥z* = ¥ (azh)¥ = —— fir |z]| > |a] .
k=0 =0 1-az7!

Die Transformation X(z) konvergiert also fiir [z| > |a|. Die einzige Singularitit, auch
Polstelle genannt, befindet sich bei z = a. . A

Der diskreten Faltung des Eingangssignals x(n) mit der Impulsantwort h(n) entspricht
nach einer z-Transformation die Multiplikation von X(z) und H(z). Mit

y(n) = x(n) * h(n) (217.4)

aus (216.6) und mit der z-Transformation Y(z) des Ausgangssignals y(n) gilt also, wie
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im folgenden gezeigt wird,
Y(z) = X(z)H(z) . (217.5)

Eine entsprechende Beziehung war mit (216.16) fiir die Fourier-Transformation der
diskreten Faltung erhalten worden. Man bezeichnet H(z) als Systemfunktion oder
auch als Ubertragungsfunktion. Wird die Systemfunktion auf dem Einheitskreis, das
heiBt fir |z| = 1 berechnet, folgt mit z = ¢/¥ anstelle der Systemfunktion H(z)
die Frequenzantwort H(jQ) in (216.10).

Um (217.5) abzuleiten, wird die z-Transformation von (217.4) gebildet. Man erhilt
mit (216.6) und (217.1)

©0 00

I y(k)z®¥= 3 [T x(1)h(k-1)]z*

k=-00 k=-0 |=-

Y(z)

o0

)y xu)E h(k-1)z7* .

]=-0 k=-0

Mit m = k-1 und k = m+1 folgt weiter

Y(z) = T x(DD[ X h(mz™)z!

I=-0 m=-

und mit (217.1) schlieBlich (217.5).

Die Differenzengleichung (216.19), die, wie erwihnt, eine Klasse von linearen Systemen
charakterisiert, die fiir die Filterung bedeutsam ist, soll jetzt einer z-Transformation un-
terworfen werden. Man erhilt

[ N o M

I [Lay(-k)]z"= 1 [Xbx(n-r)]z™"

n=-0 k=0 n=-0 r=0
oder

©0

N w M
Lagl y(n-k)z"= Zb, I x(n-r)z™"
k=0 n=-e r=0 n=-o
und mitn-k=m, n=m+k, n-r =0, n = o+r
N M
T az(z) = I bz7X(z) . (217.6)
k=0 r=0

Aus dem Koeffizientenvergleich von (217.6) mit (217.5) folgt die zugehorige System-
funktion
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M N
H(z) = Lbz™" /% az™=2(z")INGzT") . (217.7)
r=0 k=0
Hiermit ist H(z) als der Quotient der Polynome Z(z™") und N(z'!) in 27! dargestellt.
Substituiert man im Z#hlerpolynom r = M-p und p = M-r, erhiilt man wegen

M M
Z(z") = Ibz " =zMI bypz? =z M2 (2)
r=0 p=0

mit Z' (z) ein Polynom in z, das auch in der Produktform

M
Z'(z) = bp Il (z-2¢p) (217.8)
p=1
dargestelit werden kann. Dabei ergeben sich die Nullstellen zop als Funktionen der
Koeffizienten b, = by_,. Wird auf die gleiche Weise das Nennerpolynom N(z™!) aus
(217.7) in ein Polynom N' (z) umgewandelt, erhilt man die Systemfunktion zu

M
EI(Z'ZOP)

H(z) = %g ZNM "T-— . (217.9)
qgl(z'zwq)

Diese Darstellung wird als Produktform der Systemfunktion bezeichnet (Azizi 1983,
S.135). Sie enthilt neben den Nullstellen zqp die Polstellen z.q. Ihre Bedeutung liegt in
der Uberpriifung der Stabilititseigenschaft des Systems, wie im Zusammenhang mit
(221.18) gezeigt wird.

Wie aus der nach y(n) aufgeldsten Form (216.20) der Differenzengleichung (216.19) er-
sichtlich ist, bedeutet (216.19) eine rekursive Filterung, denn das Ausgangssignal wird
nicht nur durch Werte des Eingangssignals, sondern auch durch vorangegangene Werte
des Ausgangssignals selbst berechnet. Schreibt man (216.20) in eine nichtrekursive Form
um, indem das Ausgangssignal y(n-k) auf der rechten Seite von (216.20) durch die
Werte der linken Seite von (216.20) fiir n-k substituiert wird, erhilt man

y(n) = X h(m)x(n-m) , (217.10)
n=0
worin die Koeffizienten h(m) Funktionen der Koeffizienten ay und b, sind. Durch einen
Vergleich mit (216.6) liBt sich h(m) als Impulsantwort mit unendlicher Linge interpre-
tieren. Rekursive Filter bezeichnet man daher auch als Filter mit unendlicher Impulsant-
wort, im Englischen "infinite impulse response filter" oder IIR-Filter.

Eine nichtrekursive Filterung erhilt man mit ag # 0 und ay = 0 fiir alle k # 0 in (216.20).
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Aus (217.7) folgt dann fiir die Systemfunktion

M
H(z) = I (b /ag)z® (217.11)
k=0
oder mit
h(k) = by/ag (217.12)

die Darstellung

M
H(z) = Y h(k)z-k . (217.13)
k=0

Aus (216.20) ergibt sich das Ausgangssignal y(n) zu

M
y(n) = X h(k)x(n-k) . (217.14)
k=0
Wegen (216.6) ist dies die Faltung des Eingangssignals x(n) mit der Impulsantwort
h(n). Aufgrund dieser Bezichung bezeichnet man nichtrekursive Filter auch als Filter

mit endlicher Impulsantwort, im Englischen "finite impulse response filter" oder
FIR-Filter.

Soll fiir eine vorgegebene Systemfunktion H(z) ein rekursives Filterr entworfen werden,
sind die Koeffizienten ay; und b, in der Darstellung (217.7) zu bestimmen, so daB das
gefilterte Signal y(n) aus (216.20) berechnet werden kann. Hierauf wird in den Kapiteln
223 und 224 eingegangen. Entsprechend sind beim Entwurf eines nichtrekursiven Filters
fiir eine vorgegebene Systemfunktion H(z) die Koeffizienten by/aq in (217.11) zu ermit-
teln, so daB das gefilterte Signal mit (217.14) folgt. Dies wird in den Kapiteln 225 und
227 behandelt.

Anstatt fiir die nichtrekursive Filterung die Faltung (217.14) zu berechnen, kann es nu-
merisch weniger aufwendig sein, das Eingangssignal x(n) und die Impulsantwort h(n)
einer Fourier-Transformation zu unterziehen und anschlieBend zu multiplizieren, um
nach (216.16) das transformierte Ausgangssignal zu erhalten. Die inverse Fourier-Trans-
formation ergibt dann das gefilterte Signal y(n). Auf dieses Verfahren wird im folgen-
den Kapitel und im Kapitel 228 eingegangen. Die Grundlagen dieser Methode bilden die
diskrete und die schnelle Fourier-Transformation.
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218 Diskrete Fourier-Transformation

Mit (213.10) wird ein kontinuierliches und periodisches Signal in ein diskretes Spektrum
und mit (215.1) ein diskretes Signal in ein kontinuierliches Spektrum transformiert. Um
zur diskreten Fourier-Transformation zu gelangen, werden diskrete und periodische
Signale und Spektren vorausgesetzt. Man geht von der Darstellung eines periodischen
Signals durch eine Fourier-Reihe aus. Aus N gleichmiBig iiber die Periode T des Signals
verteilten Abtastwerten sollen K Harmonische bestimmt werden. Mit N = 2K+1 aus
(213.5) erhilt man daher

K= (N-1)/2 . (218.1)
Setzt man

t = nAt mit ne{0,1,...,N-1} ,
folgt mit (213.1) wegen T = NAt die Grundfrequenz aus

wo = 2@/ (NAt) . (218.2)
Definiert man weiter das diskrete periodische Signal xp(n) durch

Xp(n) = xp(t=nAt) ,
erhilt man aus (213.2) und (213.10) in komplexer Darstellung

xp() = § 2 @ PR i (0,1, N1 (218.3)

k=- (N-1)/2

worin Xp(k) das diskrete Amplitudenspektrum bedeutet. Der Faktor 1/N wurde in Uber-
einstimmung mit der iiblichen Notation eingefiihrt (Oppenheim und Schafer 1975, S.88;
Rabiner und Gold 1975, S.51). Aus (213.7) und (213.12) folgt fiir das Amplituden-
spektrum

N-1
Ly =1 i = g I xp(m) (cos M - jsin Fkn)

N-1
A Xp(-k) = L (AtiBY) = llqngoxp(n)(cos Ten + jsin §%n) (218.4)
und mit (212.8)
N1 -j2a/N)kn
Xp(k) = I xp(n)e” (218.5)

n=0
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sowie der entsprechenden Beziehung fiir X;(-k). Nach Voraussetzung ist das Signal
xp(n) periodisch mit N. Die identische Periode besitzt auch das Amplitudenspektrum
Xp(k) wegen

e I _ o -j QRN (salIn s e 10,41,42, .. ) (218.6)
nach (212.9). Spaltet man (218.3) in

-1 : (N-1)/2 ,
pm =h T xaoel @i 1P e
k=- (N-1)/2 Koo

auf und substituiert in der ersten Summe k = 1-N und 1 = k+N, so erhiilt man mit Xp(1) =

Xp(1-N)

N-1 . (N-1)/2 ,
xp(m) = & T (Wl @AM LEPR ) i
l=(N+1)/2 k=0

z

-1 . (N-1)/2 .
=[}I 3 Xp(l)e](Zn/N)ln +§ 3 xp(k)eJ(Zn/N)kn .

1=(N+1)/2 k=0

Fat man die beiden Summen zusammen, ergibt sich
1 NI j 2n/Nykn
xp(n) =g hX )([,(k)eJ mit ne{0,1,...,N-1} . (218.7)
k=0

Diese Gleichung unterscheidet sich von (218.3) nur durch die Summationsgrenzen. Auf-
grund der Periodizitit 4Bt sich also der Beginn der Summation von k = -(N-1)/2 auf
k = 0 verschieben.

Aus dem periodischen Signal x,(n) soll nun ein Signal x(n) von endlicher Linge da-
durch entstehen, daB aus xp(n) nur die Werte einer Periode iibernommen und die iibri-
gen Werte gleich Null gesetzt werden,

{ xp(n) fir 0 <n < N-1
x(n) = (218.8)

sonst .
Auf die gleiche Weise soll aus dem periodischen Amplitudenspektrum Xp(k) das Spek-
trum X(k) von endlicher Linge entstehen

{ Xp(k) fiir 0 <k < N-1
X(k) = (218.9)

0 sonst .

Da in (218.5) und (218.7) Werte nur im Intervall von 0 bis N-1 auftauchen, erhilt man
letzt fiir das nach (218.8) definierte Signal x(n) von endlicher Liinge
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N-1 .
x(n) =B‘, T X(k)e BN i ne{0,1,...,N-1) (218.10)
k=0
und
N-1 -j2n/N)kn
X(k) = ¥ x(n)e™ mit ke{0,1,...,N-1} . (218.11)
n=0

Diese beiden Beziechungen bezeichnet man im Gegensatz zur Fourier-Transformation
(214.2) als diskrete Fourier-Transformation und (218.10) auch als inverse diskrete
Fourier-Transformation. Wie die Ableitung von (218.7) aus (218.3) zeigt, die entspre-
chend auch fiir (218.5) gilt, bilden (218.3) und (218.5) mit den Summationsgrenzen von
(218.3) ebenfalls eine diskrete Fourier-Transformation. Vielfach wird (218.10) als IDFT
und (218.11) als DFT abgekiirzt bezeichnet.

Wendet man die z-Transformation (217.1) auf das Signal x(n) an, erhiilt man wegen
(218.8)
N-1 o
X(z) = Y x(n)z . (218.12)
n=0
Die diskrete Fourier-Transformation X(k) und die z-Transformation X(z) sind also
durch die Beziehung

X(k) = X(z=el (2*/Nky (218.13)

verbunden, Mit z = ¢J Z¥/Vk folgt wegen (213.14) |z| = 1, so daB die diskrete Fourier-
Transformation X(k) aus der z-Transformation X(z) dadurch erhalten wird, daB z auf
dem Einheitskreis an den Stellen @ = (22/N)k berechnet wird.

Der diskreten Faltung (216.6) entspricht nach der Fourier-Transformation die Multiplika-
tion (216.16) im Frequenzbereich. Fiir die diskrete Fourier-Transformation sollen jetzt
die analogen Beziehungen hergeleitet werden. Das Signal xp(n) sei wieder periodisch
mit der Periode N und ebenfalls die Impulsantwort hy(n) eines Systems. Bildet man eine
der diskreten Faltung (216.6) entsprechende Beziehung mit

N-1
yp(n) = onp(k)hp(n-k) , (218.14)
k=l

dann ist yp(n) ebenfalls mit N periodisch. Dies 148t sich mit (218.7) entsprechend
(218.6) zeigen. Die Beziehung (218.14) bezeichnet man als periodische Faltung. Sie un-
terscheidet sich von der Faltung (216.6) dadurch, daB, wenn die Indizes n-k in hp(n-k)
die Periode 0 < n-k < N-1 verlassen, die niichste Periode von h,(n-k) zum Tragen



36

kommt. Die diskrete Fourier-Transformation der periodischen Faltung (218.14) berechnet
sich mit (218.11) zu

N-1 N-1 .
I I xp(Dhp(n-1)e i GH/Mkn
n=0 1=0

Yp(k)

N-1 N-1
xp(1)[ L hy(n-1)e
0 n=0

-j (2n/N)k(n-l)]e—j (2n/N)k1

Hp(K)Xp(k) (218.15)

Der periodischen Faltung (218.14) entspricht also wieder die Multiplikation (218.15).
Geht man mit (218.8) wieder zu den Signalen mit endlicher Linge iiber und gilt
x(n) #0 fir 0 £ n < M-1
und
h(n) #0 fir 0 <n <K-1,

dann folgt im Gegensatz zur periodischen Faltung (218.14) die lineare Faltung mit

M-1
y(n) = Y x(k)h(n-k) fir ne{0,1,...,N-1} (218.16)
k=0
und
N-1 = M+K-2 . (218.17)

DaB y(n) insgesamt N Werte ungleich Null besitzt, ist daraus ersichtlich, da# fiir k in
(218.16) maximal k = M-1 und fiir n-k maximal n-k = K-1 gilt, woraus fiir n der Maxi-
malwert n = M+K-2 folgt. Die lineare Faltung (218.16) entspricht der Faltung (217.14),
die das Ausgangssignal der nichtrekursiven Filterung liefert.

Bildet man die diskrete Fourier-Transformation von (218.16) nach (218.11), ergibt sich

1 1

N-1 : N-1 M- '
Y y(n)e JEMN s Y x(1)h(n-1)]e T GV

Y(k) =
n=0 n=0 1=0
_ Mi',lx(l)[Nilh(n-l)e'j @n/NK(n-1)q - 20/N)KI
1=0 n=0
= H(k)X(k) . (218.18)

Der linearen Faltung (218.16) entspricht also das Produkt der diskreten Fourier-Transfor-
mationen H(k) und X(k).
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Fiir die Berechnung diskreter Fourier-Transformationen existieren schnelle Algorithmen,
wie im folgenden Kapitel gezeigt wird. Es kann daher effizienter sein, das Ausgangssi-
gnal nicht iiber die lineare Faltung (218.16) zu berechnen, sondern das Eingangssignal
und die Impulsantwort zu transformieren, die Transformationen wegen (218.18) zu mul-
tiplizieren und das Ausgangssignal aus der inversen Transformation zu gewinnen. Diese
Art der Berechnung bezeichnet man als schnelle Faltung. In Abbildung 218-1 sind die
beiden Vorgehensweisen gegeniibergestellt.

x(n) ]

Diskrete X(K)

XM= Fouriertransformation

Diskrete

Faltung 1¢—h(n) " Fourientransformation

——H(k)— Multiplikation

) Inverse diskrete
yin Fouriertransformation

—Y (k)

v

y(n)

[
|
1
!
Zeitbereich ]

Frequenzbereich
Abb. 218-1: Lineare und schnelle Faltung

Ist bei Anwendung der schnellen Fallung das Eingangssignal im Vergleich zur Impuls-
antwort sehr lang, kann es fiir die Fourier-Transformation unvorteilhaft sein, das ganze
Eingangssignal zu bearbeiten. Das Eingangssingal x(n) wird dann in Stiicke xy(n) der
Linge L zerlegt mit

x(n) fiir kL £ n £ (k+1)L-1 und ke{0,1,...,P}
xg(n) =
0 sonst .

Das Eingangssignal x(n) ergibt sich dann als Summe der Stiicke xy(n) aus

P
x(n) = X xg(n)
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und die lineare Faltung als Summe der Faltung der einzelnen Stiicke
P
x(n) * h(n) = I (xg(n) * h(n)) . (218.19)
k=0

Um die Faltung x,(n) * h(n) der Stiicke zu erhalten, ist gem#B (218.17) die Fourier-
Transformation auf der Basis von L+K-1 Punkten zu berechnen, falls die Impulsantwort
h(n) wieder K Werte umfaflt. Die Stiicke des Ausgangssignals, die durch die inverse
Transformation gewonnen werden, iiberlappen sich um K-1 Werte. Diese Werte sind
nach (218.19) zu addieren und ergeben zusammen mit den sich nicht iiberlappenden L
Werten das Ausgangssignal y(n). Diese Methode des Uberlappens und Addierens wird
im Englischen mit "overlap-add method" bezeichnet.

Eine weitere Methode, die lineare Faltung fiir ein sehr langes Eingangssignal nach
(218.18) zu berechnen, besteht darin, das Eingangssignal wieder in Stiicke der Linge L
zu zerlegen, dabei das Eingangssignal aber um K-1 Werte zu iiberlappen, falls K wieder
die Linge der Impulsantwort bedeutet. Nach der Fourier-Transformation, der Multiplika-
tion nach (218.18) und der inversen Transformation sind die sich iiberlappenden Stiicke
fortzulassen, wiihrend die restlichen Stiicke aufbewahrt werden und das gewiinschie Aus-
gangssignal ergeben. Im Englischen bezeichnet man dieses Verfahren daher als "over-
lap-save method" (Oppenheim und Schafer 1975, S.113).

Beispiel 1: Mit (214.5) war die Fourier-Transformation eines kontinuierlichen Rechteck-
signals erhalten worden. Entsprechend soll jetzt die diskrete Fourier-Transformation des
diskreten Rechtecksignals

1 fir ne{-L,-L+l,...,L}
x(n) = [ (218.20)

0 sonst

berechnet werden. Mit
Q = 2kn/(2L+1)

erhiilt man aus (218.11)
L n0
X@) = § eI"
n=-L
und mit (213.6) sowie der Substitution n = 1-L und 1 = n+L
-ja
1=0 1-e
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ejLQe-j(2L+1)0/2(e](2L+1)QI2_e-j(2L+l)Q/2)
e-j0/2 jQ/Z-e-jQI2

(e )

Mit (212.11) folgt hieraus schlieBlich die diskrete Fourier-Transformation X(Q) des dis-
kreten Rechtecksignals (218.20)

X(@) = SinGlil)a/2 (218.21)
A

Beispiel 2: Die Fourier-Transformation des kontinuierlichen Dreiecksignals ist mit
(214.14) gegeben. Die diskrete Fourier-Transformation des diskreten Dreiecksignals

1 - I',%'r fir ne{-L,-L+1,...,L)

x(n) = (218.22)
0 sonst ,
worin L eine gerade Zahl bedeutet, berechnet sich mit
Q = 2kzm/(2L+1)
aus (218.11) zu
L Inl, -jnQ
X(Q) = z (1 - m)e .
n=-L
Mit (213.14) erhiilt man
L/2 . L/2 L/2 .
1 -jiny2 _ 1 -j(nj-ny)Q
| e = ) I e
LT 2 mn,:-uz ny=-L/2
L kI, -jko
=3 (- E;T)e , (218.23)
k=-L

denn nach Substitution von k = n;-n; gilt k = const. fiir die von links unten nach rechts
oben verlaufenden Diagonalen des Gitters mit den (L+1)2 Gitterpunkten, iiber die zu
summieren ist, siche Abbildung 218-2. Lost man die Doppelsumme durch Summation
entlang der Diagonalen, erhilt man die rechte Seite von (218.23). Aus (218.21) folgt

L§2 o-ind _ sin(L+1)0/2
T TsinlllZT

n=-L/2 S1

und damit aus (218.23) die diskrete Fourier-Transformation X(Q) des diskreten Dreieck-
signals (218.22)



X(@) = oy (04400212 (218.24)
Diese Funktion bezeichnet man auch als Fejer-Kern. A

N2
“»

k=L L/2 k=0

4
/
L k=-1
/ 7/
7 /
/ /
I'd /
7/ /7
rd ,/ > n‘
-2 ,/ // L/2
z
7/ /]
/7 4
/7 4
/ I'e
/7 /7
/7 7
-2 k=-L

Abb. 218-2: Summation entlang der Diagonalen

219 Schnelle Fourier-Transformation

Die numerische Berechnung der diskreten Fourier-Transformation (218.11) und der in-
versen diskreten Fourier-Transformation (218.10) soll nun behandelt werden. Mit der
Definition

Wy = e 1N (219.1)
lautet (218.11)

N-1
X(k) = EX(D)(WN)kn mit ke{0,1,...,N-1} (219.2)
n=0

und (218.10)

N-1 Ko
T X(k)(WN)~ mit ne{0,1,...,N-1} , (219.3)
=0

x(n) =1‘11k
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worin sowohl x(n) als auch X(k) komplex sein konnen. Die vollstindige Auswertung
von beispielsweise (219.2) erfordert, da N komplexe Multiplikationen fiir jeden Wert von
k notwendig sind, insgesamt My = N? komplexe Multiplikationen. Die Tatsache, da8 sich
die Rechenzeit etwa proportional zur Anzahl der komplexen Multiplikationen verhélt
(Schiifler 1973, S.195), macht die Notwendigkeit der Reduzierung der Rechenschritte
deutlich. Die Entwicklung effizienter Algorithmen basiert auf dem fiir (219.1) wegen
(218.6) geltenden Zusammenhang

W) = ()N o (g (km (219.4)

der die Anzahl der Rechenoperation deutlich verringert, wie im folgenden fiir (219.2)
gezeigt wird. Entsprechende Uberlegungen gelten auch bei der Auswertung von (219.3),
da lediglich das Vorzeichen im Exponenten von Wy sich von dem in (219.2) unter-
scheidet.

Auf Cooley und Tukey (1965) geht ein Algorithmus zur Berechnung der diskreten
Fourier-Transformation zuriick, der die Entwicklung einer Vielzahl von Verfahren be-
wirkte, die gemeinsam unter dem Begriff “schnelle Fourier-Transformation" oder unter
der englischen Bezeichnung “fast Fourier transform” einzuordnen sind. Das grundle-
gende Prinzip liegt in der Aufspaltung einer vollstindigen Sequenz von Werten der Liin-
ge N in eine Anzahl kiirzerer Partialsequenzen. Handelt es sich bei der Sequenz um das
Signal x(n), spricht man von Zeitzerlegung, bei dem Spektrum X(k) hingegen von Fre-
quenzzerlegung. Voraussetzung zur Anwendung dieser Algorithmen ist die Bedingung

N=2" mit ve{l,2,...}, (219.5)

so daB die Sequenz fortlaufend durch die Division durch zwei in kleinere Partialsequen-
zen aufgespalten werden kann. In der ersten Stufe der Zeitzerlegung wird die Sequenz
x(n) mit N Elementen nach

xj, (1) = x(21+1;) mit 1e{0,1,...,N/2-1} wund 1i,e(0,1} (219.6)

in die beiden Partialsequenzen x¢(n) und x;(n) mit jeweils N/2 Elementen aufgespalten.
In x¢(n) sind alle Signalwerte mit geradzahligem Argument, in x,(n) alle Werte mit un-
geradzahligem Argument enthalten. Es folgt dann mit (219.1) aus (219.2)

N/2-1 N/2-1

T xo(D(WO)2E + T x, (1) (Wy) Pk
1=0 1=0

X(k)

N/2-1 N/2-1
l20 xo(1) (Wn/2)'™® + (¥ 120 xy (1) (W) '

Der Faktor (WN)k vor der zweiten Summe kann fiir ke {N/2,...,N-1} mit der Substitu-
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tion k = n+N/2 mit ne {0, ... ,N/2-1} umgeformt werden

W)™V = ) N2 = )" .

Weiterhin gilt wegen (219.4) in den beiden Summen

(Wle)l(MNm = (WN/z)ln .

Beriicksichtigt man diese Ergebnisse in obiger Gleichung fiir X(k), indem n wieder
durch k ersetzt wird, erhilt man

X(k+i1N/2) = Xo(k) + (-1)' 100" X;(K) (219.7)
mit ke{0,1,...,N/2-1} und i,€{0,1}. Darin sind X¢(k) und X (k) mit
N/2-1 Kl
Xj, (k) = IEO xi, (1) (Wn/2) (219.8)

zwei Fourier-Transformationen der Linge N/2 und einer Periodizitiit in k mit der Periode
N/2. Bei der Berechnung von (219.7) sind M; = 2(N/2)? + N/2 = N?/2 + N/2 komplexe
Multiplikationen auszufiihren, da der zweite Summand N/2 weitere komplexe Multipli-
kationen mit (WN)k beinhaltet. Gegeniiber Mg = N2 bedeutet dies aber schon fiir N = 4 eine
Verringerung.

In der ersten Stufe wurde also die diskrete Fouriertransformation (219.2) der Linge N =
2" in zwei diskrete Fouriertransformationen (219.8) der Linge N/2 = 2V~ zerlegt. In der
zweiten Stufe werden Xg(k) und X, (k) analog (219.7) aufgespalten in

Xi, (k+ioN/4) = X; (k) + (-1)'2(Wy2)* Xi,1(K) (219.9)

mit ke{0,1,...,N/4-1} und i,i,€{0,1}. Darin bedeuten
N/4-1 Xi
Xi i, (k) = 20 Xi, i, (1) (Wy/a) (219.10)
I=
vier Fourier-Transformationen der vier Partialsequenzen
Xi, i, (1) = x;,(21+i3) mit 1e{0,1,...,N/4-1} (219.11)
der Liinge N/4 = 2¥"2 Die Anzahl der komplexen Multiplikationen, die zur Berechnung

von X(k) notwendig sind, reduziert sich auf M, = 2(2(N/4)%N/4) + N/2 = N*/4 +
2(N/2).

Es 148t sich somit allgemein feststellen, daB in der m-ten Stufe der Zeitzerlegung, wobei
me{l,2,...,v} gilt, 27! diskrete Fourier-Transformationen
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- my _ i k
xil...im_l(k‘HmN/Z ) = Xil...im_lo(k) + (-U'"‘(WN,zm—l) xil...im_ll(k)
(219.12)

mit ke{0,1,...,N/2™1} und i,,...,ine{0,1} der Linge 2¥™! in 2™ diskrete
Fourier-Transformationen

N/27-1 Kl
Kijooig ik = 12=:0 Xi i i (1 ®yom (219.13)
der 2® Partialsequenzen
xil“'im—lim(l) = "il---im-l(z“i'") mit 1e{0,1,...,N/2"-1} (219.14)

der Linge 2¥™ aufgespalten werden. Dabei verbleiben zur Berechnung von X(k) mit
ke{0,1,..., N-1} insgesamt M, = (N2/2™) + m(N/2) komplexe Multiplikationen. In der
v-ten Stufe der Zeitzerlegung, also fiir m = v folgt aus (219.13)

Xiiyi,(K) = Xi .y, (0) (219.15)
mitk = 0, da (W,)0 = 1 gilt. Da mit (¥;)° nicht multipliziert zu werden braucht, redu-
ziert sich die Anzahl der komplexen Multiplikationen zur Berechnung von X(k) mit
ke{0,1,...,N-1} auf My = v(N/2) = (N/2)logsN wegen (219.5). Tatséchlich 1dBt sich
die Anzahl weiter verringern, da selbstverstindlich simtliche Multiplikationen mit
(WN)O, (Wn ,2)0, ... unterbleiben kdnnen.

Zur Erlduterung der Frequenzzerlegung schreibt man (219.2) mit (219.5) zunéchst um in

N/2-1 N-1
I x(mW)® + T x(n) (W)™
n=0 n=N/2

X(k)

N/2-1
T [x(n) (W) (W) 2k (n4N/2) (W)™
n=0

N/2-1

T [x(n)+(-1)Xx(nN/2) 1 (W) (219.16)
n=0

da (WN)kN/ 2. (-1)k wegen (212.9) gilt. Wihlt man anstelle von (219.6) in der ersten
Stufe der Frequenzzerlegung mit k = 21+i, fir 1€{0,1,...,N/2-1} und i,e{0,1} die
Aufspaltung

Xj, (1) = X(2l+iy) , (219.17)
so folgen aus (219.16) wegen
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() 08 o 2wt = oWy ,0) P

die beiden diskreten Fourier-Transformationen der Linge N/2

N/2-1 In
X;, (1) = 20 xj, (n) (Wns2) (219.18)
n=
mit
Xi, () = [x(n)+(-1) x(neN/2) ] ()™ T (219.19)

Zur Berechnung von X(k) fiir ke{0,1,...,N-1} sind somit M; = 2(N/2)2 + N/2 = N?/2
+ N/2 komplexe Multiplikationen auszufiihren, wie aus (219.18) und (219.19) deutlich
wird.

Allgemein 148t sich also feststellen, daB in der m-ten Stufe der Frequenzzerlegung fiir
me{1,2,...,v} die 2™ diskreten Fourier-Transformationen

Xij i (1) =X i (21+ig)
N/27-1 "
= n§0 xil"'im—lim(n)(wN/Zm) (219.20)

mit 1e{0,1,...,N/2™1}, i,,...,ig€{0,1} und
Xip i (M) = D6 (CDG (N2 (e

(219.21)

1

der Linge 2¥™™ durch Aufspaltung erhalten werden. Die Anzahl der komplexen Multipli-
kationen betriigt wie bei der Zeitzerlegung M, = (N2/2®) + m(N/2). So gilt dann auch fiir
m = Vv, also in der v-ten Stufe, M, = (N/2)log,N.

Da die schnelle Fourier-Transformation fiir die numerische Berechnung der diskreten
Fourier-Transformation so bedeutsam ist, wird sie in der Literatur ausfiihrlich behandelt.
Wegen weiterer Rechenverfahren und Programmimplementierungen sei daher beispiels-
weise auf (Nussbaumer 1981, S.80; Oppenheim und Schafer 1975, S.284; Rabiner und
Gold 1975, $.356; Stearns 1984, S.105) verwiesen.
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22 Eindimensionale digitale lineare Filter
221 Allgemeine Definitionen und Eigenschaften

Der Ausgangspunkt der folgenden Betrachtungen ist die Differenzengleichung (216.19),
die mit den Substitutionen g, = ay/agund d, =b,/ay

N M
L gy(n-k) = X dx(n-r) (221.1)
k=0 r=0
lautet. Hieraus ergibt sich die Systemfunktion H(z) nach (217.7) als Quotient zweier Po-
lynome in z™!
M N
H(z) = £d,z77 /I gz™ (221.2)
r=0 k=0

oder nach (217.9) in der Produktform als Funktion der Nullstellen zq, und Polstellen z.,
M N

H(z) = do 28M 11 (z-z¢;) / N (2-2u) . (221.3)
k=1

r=1

Lost man (221.1) nach y(n) auf, erhiilt man wegen go = 1 die Definitionsgleichung eines
kausalen linearen digitalen Filters mit den Filterkoeffizienten d, und g,

M N
y(n) = X d.x(n-r) - X gxy(n-k) , (221.4)
r=0 k=1

da, wie im Zusammenhang mit (216.8) erliutert, y(n) an der Stelle n = ng nur von x(n)
an den Stellen n < ng abhiéingt. Zur Berechnung von (221.4) sind Anfangswerte notwen-
dig. Vielfach wird von x(n) = y(n) = 0 fiir n < 0 ausgegangen. Nach (217.10) 148t sich
das Ausgangssignal y(n) durch

y(n) = I h(k)x(n-k) (221.5)
k=0

darstellen. Fiir die Impulsantwort gilt die Bedingung (216.8) der Kausalitiit
hk) =0 fir k<O. (221.6)
Die Differenzengleichung (221.1) kann mit gy # 0 auch in die Form

1 M N-1
y(n-N) = — [ L dix(n-r) - I gyy(n-k)]
BN 0 k=0
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gebracht werden. Man erhilt weiter mit den Substitutionen m = n-N und n = m+N

M N-1
y(@) = 1 [T dx(@-r) - T gey(mN-K)] (221.7)
BN “roo k=0
und schlieBlich mit p =N-r, r =N-p, g=N-k und k = N-q sowie E{p =dy_p/gN und gq =
8N-q/ BN
N N _
y(m) = I dpx(mp) - I gqy(miq) . (221.8)
p=N-M q=1

Hiermit liegt ein nichtkausales lineares digitales Filter vor, denn zur Berechnung des
Ausgangssignals y(m) werden die Eingangs- und Ausgangssignale x(m+p) und y(m+q)
bendtigt. Wird analog zu der Vorgehensweise, die zu (217.10) fiihrt, das Ausgangssignal
y(m+q) auf der rechten Seite von (221.8) durch die linke Seite substituiert, erhiilt man
M-N
y(m) = X h(k)x(m-k) . (221.9)

k=-o
Fiir die Impulsantwort gilt also die nichtkausale Bedingung
h(k) =0 fir k> M-N . (221.10)

Die Auswertung von (221.8) oder (221.9) erfolgt entlang der m-Achse in negativer Rich-
tung. Man bezeichnet diese nichtkausale Filterung daher als Filterung nach riickwirts,
wihrend die kausale Vorgehensweise nach (221.4) auch Filterung nach vorwirts genannt
wird.

Die Systemfunktion (221.2) wurde aus der Differenzengleichung (216.19) beziechungs-
weise (221.1) hergeleitet, so daB sie sowohl fiir das kausale als auch das nichtkausale
Filter giiltig ist. Soll im zweiten Fall H(z) als Funktion der Koeffizienten d;, und g, dar-
gestellt werden, substituiert man in (221.2) wie fiir den Ubergang von (221.7) nach
(221.8) und erhilt

N N
H(z) = I dpzP / I ggz% . (221.11)
p=N-M q=0
Betrachtet man den Spezialfall M = N, so geht (221.3) in
N
_ Z-Zgy
H(z) = dg klzl] 2 Zor (221.12)

iiber. Aus (221.8) ergibt sich mit

N N
y(n) = I d;x(n+r) - I gpy(n+k) (221.13)
k=1

r=0
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die Definitionsgleichung eines antikausalen linearen digitalen Filters, da fiir die Impuls-
antwort, wie im Zusammenhang mit (216.8) erwihnt, die Bedingung

hkk) =0 fir k>0 (221.14)
gilt.
Man erkennt aus (221.3) und (221.12), daB sich die Systemfunktion aus dem Produkt
einzelner Teilsystemfunktionen fiir Teilfilter zusammensetzen 14Bt. Bezeichnet man die
Systemfunktion des ersten Teilfilters mit H(z), lautet die z-Transformation Y,(z) des
Ausgangssignals y, (n) nach (217.5)

Yi(z) = Hi(2)X(z) .

Fiir das zweite Teilfilter mit der Systemfunktion H,(z) dient y,(n) als Eingangssignal.
Die z-Transformation Y,(z) des Ausgangssignals y,(n) ergibt sich dann zu

Y2(z) = Ha(2)Y(2) = Ha(2)H((Z)X(z) .

Sind auf diese Weise insgesamt K verschiedene Teilfilter mit K > 1 hintereinander ge-
schaltet, erhdlt man am Ausgang des K-ten Teilfilters die z-Transformation Y, (z) = Y(z)
des Ausgangssignals yy(n) zu

Y(z) = Hg(2)Yg_1(2) = Hx(z)Hg_1(2).. H;(2)X(2)

K
= (11 He(z))X(z) . (221.15)
k=1
Der Vergleich mit (217.5) liefert die Systemfunktion H(z) als Produkt der K Teilsystem-
funktionen Hi(z)
K
H(z) = T He(z) . (221.16)
k=1
Analog zu (217.4) entspricht dieser Multiplikation die Faltung der K Teilimpulsantworten
hg(n). Man erhilt also die Impulsantwort zu

h(n) = hy(n) * ha(n) * ... * hg(n)
und das Ausgangssignal y(n) mit (216.6) zu
y(n) = x(n) * hy(n) * ha(n) * ... * hg(n) ,

so daB das Ausgangssignal x(n) * hy(n) des ersten Teilfilters Eingangssignal des zwei-
ten Teilfilters mit der Impulsantwort h,(n) wird und so fort. Ein digitales lineares Filter
laBt sich also in Teilfilter zerlegen. Sind sie nach (221.16) hintereinander geschaltet,
spricht man von der Serien- oder Kaskadenstruktur, die in Abbildung 221-1 dargestellt
ist.
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X(Z) 1. Teil- H1 (Z) Y1 (Z)
x(n) filter h1 (n) ¥4 (l'l)
2. Tell- | 2@ | Y2
filter h (n) y2(n)
-~~~ = ===
L ! '
- —— - _l
- ]
K. Teil- | Hk(@) v >
filter hk(n) y(n)

Abb. 221-1: Filter in Kaskadenstruktur

Dient hingegen das Signal x(n) allen K Teilfiltern mit K > 1 als Eingangssignal, so lau-
ten die z-Transformationen Y, (z) des Ausgangssignals y,(n) mit ke{1,...,K)

Ye(z) = H(2)X(z) .

Die z-Transformation Y(z) des Ausgangssignals des gesamten Filterprozesses ergibt sich
aus

K K
Y(z) = I Ye(z) = ( X H(2))X(z) ,
k=1 k=1
so daB die Systemfunktion H(z) wegen (217.5) zu
K
H(z) = X He(2) (221.17)
k=1
folgt. Entsprechend erhiilt man die Impulsantwort h(n) mit
K
h(n) = X hg(n)
k=1

als Summe der K Teilimpulsantworten hy(n).

Ein digitales lineares Filter 148t sich also auch in Teilfilter zerlegen, die parallel geschal-
tet sind. Es ist dann in der Parallelstruktur realisiert, die in Abbildung 221-2 dargestellt
ist.



49

1 Teil- [ H1@ | Y1)

filter h ) (n) Vi1 (n)
2ii;re“- H2 (Z) Y2 (Z)
t
X(2) T | b |yt E Y(2)
x(n) | I__—___—_| y(n)
-—— - -

K. Teil- HK(Z) YK(Z)
filter hi(n) yk(n)

Abb. 221-2: Filter in Parallelstruktur

Mit (221.16) und (221.17) wurden zwei Filterstrukturen vorgestellt, die in den folgenden
Kapiteln benétigt werden. Auf weitere Filterstrukturen wird hier nicht eingegangen, da
sie hauptsichlich fiir die Entwicklung effizienter Algorithmen bei der numerischen Rea-
lisierung eines Filters von Bedeutung sind (Azizi 1983, S.182; Rabiner und Gold 1975,
S.40; SchiiBler 1973, S.61).

Es wird nun die Stabilititseigenschaft eines digitalen Filters untersucht, denn wegen
(216.7) liefert nur ein stabiles Filter bei einem beschriinkten Eingangssignal wieder ein
beschrinktes Ausgangssignal. Der folgende Satz beinhaltet als Stabilitiitskriterium die
Polstellen der Systemfunktion (221.3). Es kann daher ohne Einschrinkung der Allge-
meingiiltigkeit fiir die Obergrenzen M = N angenommen werden. Betrachtet wird also das
Verhalten der Systemfunktion H(z) aus (221.12) in den Fillen der kausalen Filterung
nach (221.6) und der antikausalen Filterung nach (221.14).

Satz: Ein lineares digitales Filter ist genau dann stabil, wenn fiir die Polstellen z.; mit
ke{l,... ,N} der Systemfunktion H(z) aus (221.12) im kausalen Fall (221.6) die Un-
gleichung |z.| < 1 zutrifft und im antikausalen Fall (221.14) die Ungleichung |z.| >
1 gilt. (221.18)
Beweis: Fiir die Systemfunktion eines mit (221.6) kausalen Systems erhiilt man nach

(217.1)

H(z) = E h(n)z™ . (221.19)
n=0
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Die Bedingung fiir die Konvergenz von H(z) lautet mit z = rejn gemiDB (217.3)
H(z)| = | Thn)re ™| < I |h(n)r™| < . (221.20)
n=0 n=0

Nimmt man an, daB das System stabil ist, dann ist diese Gleichung wegen (216.7) fiir
|z] = r 2 1 erfiillt. Damit der Nenner in (221.12) nicht verschwindet, muB daher die Un-
gleichung |z.| < 1 zutreffen. Gilt fir die Impulsantwort eines Systems hingegen
(221.14), lautet die Systemfunktion nach (217.1)

0
H(z) = I h(n)z™" . (221.21)

n=-o

Man erhiilt dann anstelle von (221.20)

0 . 0
Hz)| = |2 h(m)r® ™| < T |h(n)r™| <o . (221.22)
n=-% n=-%
Diese Gleichung ist unter der Annahme der Stabilitiit fiir |z| = r < 1 erfiillt, was bedeu-
tet, daB aus (221.12) die Ungleichung |z.| > 1 folgt.

Fiir (221.12) kann andererseits geschrieben werden

N
1-zgy /2 1-z2/z¢y)
H(z) =dg n Sk = dy knl_n%ngb, (221.23)

Es liege nun ein mit (221.6) kausales System vor und es gelte auerdem |z.x| < 1 fiir
ke(l,...,N}. Un Stabilitit nachzuweisen, sind die Nennerausdriicke in (221.23) fiir z =
re? mit |z] = r 2 1 zu untersuchen. Der Nenner 1-z./z kann mit (213.6) als geome-
trische Reihe geschrieben werden

)

Tzulz = L (22"
=k n=0

Da mit dieser Reihe wegen |z |/|z| < 1 auch H(z) konvergiert, folgt aus (221.20)
I |hm)r™"| <o
n=0

und daher mit r = 1 die Stabilititsforderung (216.7). Gilt fiir die Impulsantwort des Sy-
stems die Bedingung (221.14) und ferner |z« | > 1 fiir ke{1,...,N}, so kann der Anteil
(1-z/z.) des Nenners auf der rechten Seite von (221.23) als geometrische Reihe mit
z = rel? fiir |z| = r <1 entwickelt werden

1

Tzlzg ~ nEO(Z/Z»k)n
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Mit dieser Reihe konvergiert wiederum H(z), so daB nach (221.22)
0 -n
L |h(n)r 7| < e

n=-co

folgt. Mit r = 1 erhilt man wieder die Stabilitdtsbedingung (216.7). 1]

Die Nullstellen zg, fiir re{l,...,M} und die Polstellen z., fiir ke{1,...,N} der Sy-
stemfunktion (221.2) erfiillen diec Bedingungen

M N
2 dp(zor)™ =0 und X gu(za) " =0 .
n=0 n=0
Ist beispielsweise zg, eine komplexe Zahl, so ist wegen
M - M n M .
L do(200)™ = (I do(20r)™)* = I du(z0,*)™ = 0 (221.24)
n=0 n=0 n=0

auch die konjugiert komplexe Zahl zy,* eine Nullstelle. Es 148t sich also feststellen, dal
die Nullstellen einer Systemfunktion entweder reelle Zahlen sind oder, falls sie sich als
komplexe Zahlen ergeben, in konjugiert komplexen Paaren auftreten. Diese Aussage gilt
in gleicher Weise fiir die Polstellen.

Soll aus der z-Transformation
Yi(z) = Hi(2)X(2) (221.25)

die z-Transformation X(z) zuriickgewonnen werden, so wird die Systemfunktion der in-
versen Filterung oder Dekonvolution

Hy(z) = (Hy(z))™ (221.26)
mit H;(z) # 0 benétigt. Es folgt dann ndmlich aus (221.15) mit (221.25) und (221.26)

Y(2z) = Hy(2)Y1(z) = (Hi(2)) H1(2)X(2)
= X(z) . (221.27)

Mit H;(z) = 0 verschwindet Y,(z) und X(z) ist nicht rekonstruierbar. Wie man aus der
Produktform (221.3) erkennt, sind die Nullstellen der Systemfunktion H,(z) nach
(221.26) die Polstellen der inversen Systemfunktion H,(z). Nimmt man beispielsweise
an, H,(z) sei die Systemfunktion eines stabilen kausalen Filters, so gilt nach (221.18) fiir
die Betrige der Polstellen z., die Bedingung

|zax| < 1 fir ke{l,...,N} . (221.28)

Das kausale inverse Filter mit der Systemfunktion Hy(z) aus (221.26) ist nur dann stabil,
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wenn die Betriige der Nullstellen zg, von H;(z) die Ungleichung
|zor| <1 fiir re{l,... M} (221.29)

erfiillen. Die kausale inverse Filtergleichung erhilt man aus der Differenzengleichung
(221.1), wenn man sie mit dg # 0 nach x(n) aufldst. Man bezeichnet ein kausales Sy-
stem als minimalphasiges Filter, wenn fiir seine Systemfunktion die Bedingungen
(221.28) und (221.29) gelten (Hess 1989, S.110; Papoulis 1977, S.54).

Der Begriff der Phase eines Filters wird eingefiihrt, indem man seine Systemfunktion
H(z) mitz = aJa als Frequenzantwort in der Form (213.14) schreibt

H(jQ) = A(@)el®® | (221.30)
Hierin bedeuten

AQ) = |H(Q)| = (HGQH*(jR))!/2 = (H(GQH(-j))'/? (221.31)
die Amplitude und

®(Q) = arctan(Im (H(j®)/Re(H(jQ)) . (221.32)

die Phase der Frequenzantwort. Die Darstellung der Amplitude bezichungsweise der
Phase in Abhiingigkeit von der Frequenz Q wird als Amplituden- beziehungsweise Pha-
senspektrum der Frequenzantwort bezeichnet. Aus (221.31) und (221.32) werden die in
der Literatur hiufig verwendeten Begriffe der Dampfung und der Gruppenlaufzeit abge-
leitet, siehe beispielsweise (Hess 1989, S.54). Dabei ist die Dimpfung a = a(Q) allge-
mein iiber die Beziehung a = 20(log|B,/B,|) definiert, in der B; und B, zwei Amplitu-
den in derselben MaBeinheit bedeuten. Sie erhilt - obwohl dimensionslos - die Bezeich-
nung Dezibel (dB), um auf die logarithmische Berechnung hinzuweisen. Mit B; = 1 und
B, = A(Q) aus (221.31) ergibt sich

a(Q) = -20(logA()) . (221.33)

Wie zum Beispiel bei (Buttkus 1991, S.196) erldutert, wird zur Beurteilung des Amplitu-
denspektrums eines Filters vielfach die Dampfung herangezogen, da aufgrund der log-
arithmischen Berechnung Details besser zu erkennen sind. Die Gruppenlaufzeit © = 1(Q)
entspricht der Ableitung der Phase (221.32) nach der Frequenz Q

7(2) = do(Q)/dQ . (221.34)

Nach (216.11) bewirkt die Phase ¢(Q) der Frequenzantwort eine Phasenverschiebung des
Ausgangssignals gegeniiber dem Eingangssignal. Vielfach ist es erwiinscht, diese Pha-
senidnderung durch einen linearen Ansatz zu beschreiben. Liegt also die Phase in der
Form

Q) = )Q + ay (221.35)
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vor, wobei @; und o, reelle Konstanten bedeuten, spricht man von einem linearphasigen
Filter mit der nach (221.34) konstanten Gruppenlaufzeit

Q) = a7 . (221.36)
Setzt man (221.30) mit (221.35) in (216.13) ein, ergibt sich

n .
h(n) = 5= | A(@)el((We0gg (221.37)
-n

Ausgehend von dieser Gleichung fiir die Impulsantwort eines linearphasigen Filters wer-
den im folgenden vier Fille behandelt, indem fiir @; und a, verschiedene Annahmen ge-
troffen werden.

a) op beliebig und o0 = 0 (221.38)

Wihlt man also @y = 0 und beriicksichtigt, daB h(n) eine reelle Funktion ist, folgt aus
(221.37) mit (212.8)

n
h(n) = 4= | A@) cos((n+2)Q) d@ (221.39)
-n
und nach Substitution von m = n+@; und n = m-@,
1 n
h(m-a;) = Tﬁj A(Q) cosmQ dQ = h(-m-0q) . (221.40)
%
Die Impulsantwort ist also wegen (212.10) symmetrisch beziiglich -a;.

b) ¢y =0 und a, =0 (221.41)
Mit o = ay = 0 erhélt man aus (221.35)

Q) =0, (221.42)
so daB aus (221.30) die reelle Frequenzantwort

H(jQ) = AQ) (221.43)

folgt. Filter mit einer reellen Frequenzantwort besitzen wegen (221.42) die Phase Null
und werden daher als nullphasige Filter bezeichnet. Aus (221.40) ergibt sich die Impuls-
antwort

h(n)

n
77§ A@) cosn@ do
-n

h(-n) (221.44)
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nach (213.16) als gerade Funktion.

c) o beliebig und a; = /2 (221.45)

Fiir den Fall erhilt man aus (221.37) anstelle von (221.39) wegen cos(x+n/2) = -sinx
T
h(n) = - éTr J A(Q) sin((n+a;)Q) dQ (221.46)
-n
und mit den Substitutionen m = n+; und n = m-@;
l 1‘
h(m-a;) = - T | AQ) sinmQ dQ = -h(-m-q). (221.47)
-
Die Impulsantwort ist demnach antisymmetrisch beziiglich -a;.

d) ¢y =0 und o = 7/2 (221.48)
Mit ; = 0 und a; = 7/2 ergibt sich aus (221.35) die Phase

o(Q) = #n/2 (221.49)
und aus (221.30) die wegen (212.8) imaginiire Frequenzantwort

H(Q) = A@) ™2 = ja@) . (221.50)
Die Impulsantwort erhilt man aus (221.46)

h(n)

1" .
- A(Q) sinnQ dQ
%)

- - h(en) . (221.51)

Sie ist nach (213.17) eine ungerade Funktion.

Die beschriebenen vier Fillle werden in den Kapiteln 223 und 225 iiber die rekursiven
und nichtrekursiven Filter eingehender untersucht.

222 Allgemeiner Filterentwurf

Beim Entwurf digitaler Filter stellt sich die Aufgabe, die von dem System geforderten
Eigenschaften zumindest ndherungsweise zu realisieren. Es ist somit eine Idealfunktion
f(x) durch eine Realfunktion fo(x) zu approximiercn, wobei x eine beliebige Variable
bedeutet. Dies kann in Form einer Entwurfsaufgabe formuliert werden:
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Gegeben sei die Idealfunktion

f(x) . (222.1)
Gesucht ist dann die Realfunktion

fo(x) (222.2)
unter Beachtung einer Modellparametermenge

M. (222.3)

Die Elemente der Modellparametermenge (222.3) legen das Toleranzschema fest, das die
Realfunktion (222.2) erfiillen soll.

Das zu realisierende Filter wird nach (221.1) charakterisiert durch die Filterkoeffizienten
d,; mit re{0,...,M} und g, mit ke{l,...,N}. FaBt man sie mit M+N+1 = u in dem uxI
Vektor

p = [do’dl:-o-vdegl’g2y~-'$gN]' (222.4)
zusammen, so 1dBt sich fiir die Realfunktion (222.2) schreiben
fo(x) = fo(x.B) . (222.5)

Alternativ kénnen in (222.4) anstelle der Filterkoeffizienten auch die Null- und Polstel-
len der Systemfunktion (221.3) gewihlt werden. Man erhilt dann

p = [do,Zots- -+ »Z0MsZool s Zes2s - - - 5 ZoaN] ' - (222.6)

Die Losung der Entwurfsaufgabe 1i8t sich also auf die Bestimmung des Parametervek-
tors B aus (222.4) oder (222.6) zuriickfilhren. Hierzu sind eine Reihe Verfahren ent-
wickelt worden, von denen im Kapitel 224 zwei fiir rekursive Filter und im Kapitel 227
zwei fiir nichtrekursive Filter vorgestellt werden. Weiterhin lassen sich die Filterkoeffi-
zienten auch auf empirische Weise festlegen, worauf im Kapitel 226 eingegangen wird.

Ziel aller Methoden ist eine mglichst gute Approximation der Idealfunktion durch die
Realfunktion. Um dies zu beurteilen, bedient man sich der Approximationsfehlerfunktion

e(x) = fo(x,B - f(x) . (222.7)
Bei der Bestimmung der Realfunktion ist die Stabilitit des Systems zu beachten. Bedin-
gungen hierfiir befinden sich im Satz (221.18).

Die Idealfunktion (222.1) kann allgemein mit beliebigen, das Filter charakterisierenden
Funktionen identifiziert werden, so beispielsweise mit der Frequenzantwort, dem Ampli-
tudenspektrum oder der Impulsantwort. Vielfach werden Approximationen idealer fre-
quenzselektiver Filter gewiinscht, deren Amplitudenspektren rechteckftrmig sind und
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entweder Nullphase nach (221.42) oder ein lineares Phasenspektrum nach (221.35) auf-
weisen. Die wichtigsten Vertreter dieser Idealfilter sind der TiefpaB, der Hochpaf, der
BandpaB und die Bandsperre. Ihre reellen Amplitudenspektren A(Q) sind in Abbildung
222-1 fiir 0 £|Q|< & dargestellt. Dabei bedeuten Q,, Q, und Q, vorgegebene Frequenzen.

A(Q) A(Q)
1 TiefpaB + HochpaB
14+ -===- 1 1 F===--
1 |
1 |
1 |
[} |
0 }- »Q 0 + b Q
0 Qn n 0 Q, n
| D S | | S I D
A(Q) A(Q)
Bandsperre I BandpaB3
1T =-=-1 r--- 1 r--—--=
| [} | !
! [} I 1
! 1 i [}
4 1 1 1
0 + } PQ 0 4 + -+ Q
0 Q, Q, n 0 Q, Q, n
| D S D | | S D S |

D = DurchlaBbereich

S = Sperrbereich

Abb. 222-1: Frequenzselektive Filter

Sowohl der BandpaB als auch die Bandsperre konnen durch eine Kaskadenschaltung ge-
miB (221.16) realisiert werden, indem Tief- und HochpaBfilter hintereinandergeschaltet
werden.

Es wird nun anhand von Abbildung 222-2 ein Beispiel zur Formulierung und L&sung
einer Entwurfsaufgabe vorgestellt, wobei f(x) = A(Q) gesetzt wird.

Beispiel 1: Als Idealfunktion (222.1) sei das reelle Amplitudenspektrum A(Q) des
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DurchlaBbereich * Ubergangsbereich . Sperrbereich

= = = =~ |deales TiefpaBfilter
Reales TiefpaBfilter

Abb. 222-2: Ideales und reales TiefpaBfilter

idealen Tiefpafifilters (216.17) gegeben

Durchlaibereich: A =1 fir 0 < |Qf

IN

O,

Sperrbereich: AQ) =0 fir Q, < |0] <7 . (222.8)

IA

Die Losung der Entwurfsaufgabe liefert als Realfunktion (222.2) das reelle Amplituden-
spektrum Ag(Q) des realen TiefpaBfilters, fiir das nach Abbildung 222-2 gilt

Durchlabereich: dpi € Ap(Q) €dp, fiir 0 < |Q] <O

A

Sperrbereich: dsy S Ap(R) S dgy fiir Q5 < |Q| S 7

A

Ubergangsbereich:  dg; < Ap(Q) < dp, fiir Qp < 2] £ Qs . (222.9)

Die Modellparametermenge (222.3) setzt sich mit

M = {ds1,ds2.dp1,dp2,0p.Qs} (222.10)
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aus den ToleranzgroBen dg;, dg2, dp; und dpy sowie der DurchlaBgrenzfrequenz Qp
und der Sperrgrenzfrequenz Qg zusammen. A

223 Definition und Eigenschaften rekursiver Filter

Durch (221.4) wird ein kausales lineares digitales Filter definiert. Wie bereits im Kapitel
217 erldutert, unterscheidet man die rekursive und die nichtrekursive Filterung. Die erste
Summe in (221.4) nennt man daher den nichtrekursiven Anteil und die zweite Summe
den rekursiven Anteil, deren Obergrenze den Grad des rekursiven Filters bestimmt. Man
bezeichnet also ein Filter als kausales rekursives lineares digitales Filter N-ten Grades,
falls seine Filtergleichung

M N
y(n) = YIdx(n-r) - ¥ gey(n-k) (223.1)
r=0 k=1

mit
en =0 (223.2)

lautet. Das Filter ist nach (221.18) genau dann stabil, wenn fiir die Betriige der N Polstel-
len z., mitke{1,..., N} der Systemfunktion (221.3) die Bedingung |z.i| < 1 gilt. Ne-
ben dem kausalen Filter wird auch das antikausale rekursive lineare digitale Filter N-ten
Grades betrachtet. Seine Filtergleichung lautet nach (221.13)

N N
y(n) = I dx(n+r) - I gey(n+k) (223.3)
r=0 k=1
mit
en#0 . (223.4)

Dieses Filter ist nach (221.18) genau dann stabil, falls fiir die Betriige der N Polstellen
|zek| > 1 zutrifft.

Rekursive Filter sind nach (217.10) durch eine unendlich lange Impulsantwort charakte-
risiert. Da weiterhin im Falle des kausalen Filters die Bedingung (221.6) und im Fall des
antikausalen Filters die Bedingung (221.14) gelten, kénnen die Impulsantworten beider
Filtertypen das symmetrische Verhalten in (221.40) und (221.44) sowie das antisymme-
trische Verhalten in (221.47) und (221.51) nicht erfiillen. Kausale und antikausale rekur-
sive Filter mit linearer Phase

o) = i + oy (223.5)

sind daher nicht realisierbar.



59

Es wird nun gezeigt, daB sich ein nullphasiges rekursives Filter konstruieren 148t, indem
ein kausales und ein antikausales rekursives Filter nach (221.16) hintereinander geschal-
tet werden. Die Frequenzantwort eines nullphasigen Filters ist nach (221.43) reell

H(jQ) = A(Q) . (223.6)

Bezeichnet man die Frequenzantwort des kausalen Filters mit H;(jQ) und fiihrt als wei-
tere Frequenzantwort Hy(jQ) ein, so folgt fiir (223.6) mit (221.16) die Bedingung

AQ) = H(GOH(jQ) , (223.7)
die nach (221.31) beispielsweise fiir
Ha () = Hy*(j2) = Hi(-jQ) (223.8)
exfiillt ist. Die Frequenzantwort H, (jQ) ergibt sich aus (221.2) fiir z = ¢/ und M = N zu
N . N .
Hi(GQ) = T de ™ /3 ge i (223.9)
r=0 =0

und folglich Hy(jQ) aus (223.8) zu

N jsQ N jl1Q
Hp(jQ) = T de!™ /X ged™ . (223.10)
s=0 1=0

Substituiert man in 221.11)M=N, z = ej 0 und
d, =d;, und g = g ., (223.11)

so erhilt man (223.10). Mit H,(jQ) ist also die Frequenzantwort eines antikausalen Fil-
ters gegeben.

Fiir die nullphasige Filterung im Zeitbereich wird das Eingangssignal
x(n) = yo(n) (223.12)
zundchst vorwirtsgefiltert. Nach (223.1) erhélt man das Ausgangssignal
N N
yi(n) = I d;yo(n-r) - I gyi(n-k) , (223.13)
r=0 k=1
das anschliefend riickwiirtsgefiltert wird. Es ergibt sich das Ausgangssignal
y(n) = ys(n) (223.14)
mit (223.3) und (223.11) zu
N N
y2(n) = Zodsyl(mS) - lZogn)!z(ml) . (223.15)
§= =l

Der Filtervorgang besteht also in der sequentiellen Anwendung der Filtergleichungen
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(223.13) und (223.15). Die Reihenfolge ist unerheblich, das Eingangssignal (223.12)
muf jedoch vollstiindig gegeben sein.

Wird die nullphasige Filterung im Frequenzbereich durchgefiihrt, erhdlt man mit der
z-Transformation Yo(z) des Eingangssignals (223.12) die z-Transformation Y,(z) des
Ausgangssignals (223.14) aus (221.15) zu

Y2(z) = Hi(2)H2(2)Yo(2)
= H(z)Yg(z) . (223.16)
Es soll nun die Systemfunktion H(z) mit z = ejﬂ, also die Frequenzantwort (223.6) be-
rechnet werden. Dies ist deswegen sinnvoll, weil sowohl H;(jQ) als auch Hy(jQ) Funk-
tionen der Filterkoeffizienten d, und gy sind und sich daher ein einfacher Ausdruck fiir
H(jQ) finden 14Bt. Multipliziert man zunichst die Zihler von (223.9) und (223.10), er-
gibt sich

z
4

N . N . .
(2™ (2 del™) = T 2 da,e 0
r=0 s=0 r=0 s=0

Mit der entsprechenden Beziehung fiir den Nenner folgt nach Substitution von r-s = m
und k-1=n

N -in0 N -inQ
H(jQ) = ¥ awe™™ / T bpe’ (223.17)
m=-N m=-N

mit den Koeffizienten

N N

am= Y rdd;=ap, (223.18)
r=0 ~0
r-s=m
N N

bp= X Igkg =b, . (223.19)
k=0 1=0
k-1=N

Die Koeffizienten a, und b, sind also symmetrisch beziiglich m = 0 und n = 0. Beriick-
sichtigt man diese Symmetrien in (223.17), erhiilt man

N P N Lo
H(j2) = (ag + T ax(e ™+ ™)) 7 (bg + I by(e 1 B4eilt)),
k=0 1=1

und mit (212.11) (
YON

H(j®) = (ao 2 z g cosk) / (b + 2 ): by coslQ) . (223.20)
1=0
/
f
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SchlieBlich ergibt sich mit den Substitutionen

ag = ag/bg und by =1
ay = 2a,/bg und b, = 2by/by fiir k,le{l,...,N} (223.21)
die kompakte Darstellung
N N
H(jQ) = kz,oik cosk{ IIE,OE, coslQ . (223.22)

Die Frequenzantwort ist beziiglich @ = 0 symmetrisch.

224 Entwurf rekursiver Filter

Die im Kapitel 222 allgemein formulierte Entwurfsaufgabe wird nun auf rekursive digi-
tale Filter angewendet. Eine Lésung gewinnt man mit der Wahl einer analytischen Funk-
tion als Realfunktion fiir das Amplitudenspektrum eines Filters. Die Pol- und Nullstellen
der Funktion sind zu ermitteln, um daraus die Filterkoeffizienten zu bestimmen. Diese:
Weg wird im folgenden am Beispiel des Butterworthfilters aufgezeigt. AnschlieBenc
wird auf ein allgemein anwendbares Verfahren eingegangen, bei dem die Filterkoeffi.
zienten geschitzt werden, indem einem idealen Amplitudenspektrum eine Realfunktior
angepaft wird. Fiir weitere Verfahren sei auf die Literatur (zum Beispiel Rabiner unc
Gold 1975, S.210) verwiesen.

Die Frequenzantwort eines nullphasigen rekursiven Filters ist durch (223.6) mit (223.7,
und (223.8) definiert und lautet unter Beriicksichtigung von (213.14)

H(jQ) = A(@) = Hi(GDH(-jQ) = [Hi(jO)|* = (A,@)? , (224.1)

falls A (Q) die reelle Amplitude von H;(jQ) bedeutet. In dieser Form wird H(jQ) auct
als Leistungsverstirkung bezeichnet (Stearns 1984, §.237). Aus dem Ansatz

(A(@))? = (1+(Cq@)H™ (224.2)
folgt mit
9@r2 .
Cq(@) = 120(82) (224.3
tan*(Q./2)

die Leistungsverstirkung des sogenannten Butterworthfilters zn

tan24(0Q/2) -

H(R)2= (1 +
H GO tan29(0,/2)

(224.4
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(Koch 1975; Rabiner und Gold 1975, S.264), worin Q. und qe{0,1,2,...} durch die
Modellparameter aus (222.3) bestimmt werden. Mit wachsendem q nimmt (224.4) die
Form einer Treppenfunktion an und ist somit zur Approximation eines TiefpaBfilters ge-
eignet. Soll hingegen ein HochpaBfilter durch ein Butterworthfilter realisiert werden,
sind in (224.4) Q und Q. zu vertauschen.

Mit (224.4) kann die Entwurfsaufgabe aus Kapitel 222 im Fall eines TiefpaBfilters wie
folgt formuliert werden:

Gegeben sei die Idealfunktion f(x) =H(jQ) =A(Q) des idealen TiefpaBfilters, fiir die
nach (222.8) gilt

DurchlaBbereich: A(Q)
Sperrbereich: A(Q)

1 fir 0 <|Q] £Q,
0 fir O, < |Q] <7,

sowie die Modellparametermenge M = {dg,,ds>.dp,dp2,Qp.{s}, deren Elemente durch
ds; =0, dgp = 65_2 , dpy = (1'*'51)2)_l » dpy =1

definiert und in Abbildung 224-1 veranschaulicht sind.

Gesucht ist die Realfunktion fo(x) = Hg(j) = Ag(2) = |Hl(j(l)|2 gemiB (224.1) eines
Butterworthfilters, fiir die nach (222.9) gelten muf

DurchlaBbereich: dp; < Ap(Q) < dpp fiir 0 < |Q| < Qp
Sperrbereich: ds; < Ap(R) S dgy fiir Qg < |Q] <=

Ubergangsbereich:  dgy < Ag(R) < dp; fiir Op < || < Qs . (224.5)

Zuniichst ergeben sich nach Abbildung 224-1 aus (224.4) mit Ag(2) = |H,(jQ) | 2 die Be-
dingungsgleichungen

2q
Ao(p) = (1 + B (/251 gy o L
tan?9(0./2) 1482
29 )
Ao(Qs) = (1 + tan2 (05/2 )7l =dgp = 1
tan?9(Q,/2) 8s*
oder umgeformt
2q 2q
52 = tan (W/2), oy g2 - tan —(O5/2), (224.6)

tan®9(0,/2) tan®9(0,/2)
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A(Q)

DurchlaBbereich . Ubergangsbereich ' Sperrbereich

= = = = ldeales TiefpaBfilter
Butterworthfilter

Abb. 224-1: Amplitudenspektrum eines Butterworthfilters

zur Berechnung von {; und q (Hamming 1987, S.238). Wird die erste Gleichung in
(224.6) durch die zweite dividiert, folgt

& - (tan(QDIZ))q
(8s2-DV2  tan(Qs/2)

und somit

- log®/(&*D'H (224.7)
log(tan(9p/2)/tan(Qs/2))

Weiter erhiilt man aus der ersten Gleichung von (224.6)

0, =2 arctan(“ﬁ—si‘_‘lq’ﬂ) . (224.8)

Mit der vorgegebenen Modellparametermenge M sind die Parameter Q. und q aus (224.7)
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ind (224.8) zu berechnen. Die Realfunktion Ag(Q) geht mit (224.4) und der aus (212.11)
olgenden Bezichung

Q _ sinQ/2 _ eI V2_¢-0/2 &1 .z-1

tany = 5077 = ISam ez - e, < )
2 ~ cos 1072, ,-072 eI z+1

iir z = e/ mit p = tan(Q./2) iiber in

2q
Ao() = — 3 p % - (224.9)
pH(-1)7((z-1)/ (z+1))
Neiter ergibt sich mit
p = (z-1)/(z+1) , (224.10)
voraus die Ausdriicke z-pz = 1+p und
z = (14+p)/(1-p) (224.11)
olgen, aus (224.9)
2q
Ag(Q) = p2q+(-l)qp2q . (224.12)
Jiir die Berechnung der 2q Polstellen p,, von p in (224.12)
pm = pelPn = p(cosP, + jsinBy) . me{0,1,...,2-1) (224.13)

st zu unterscheiden, ob q gerade oder ungerade ist. Durch Nullsetzen des Nenners in
224.12) folgt im ersten Fall el 20fn _ -1 und mit (212.9)

Bn = Qm+l)n/2q . (224.14)
[st q hingegen ungerade, gilt ¢12n _ | und daher
P = mr/q . (224.15)

[m folgenden wird ausschlieBlich der Fall betrachtet, daB q eine gerade Zahl ist. Dann
argeben sich die Polstellen (224.13) mit (224.14) nach (221.24) als konjugiert komplexe
Paare und zwar gilt fiir pg_) und paq mitk = {1,...,q} wegen (212.9)

Py = pel BDW2

P2g-k = pe](2(2q-k)+l)312q = pe-J(Zk-l)nIZq = Pt ) (224.16)

Weiterhin folgt

. . (2 .
Pk-1 = pe](Zk l)anq = _pe.’( (k+q) l)n/2q = 'pk+q_] . (224' l7)
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Es 1dBt sich somit feststellen, daB die Polstellen (224.13) mit (224.14) als konjugiert
komplexe Paare auftreten und zudem beziiglich der imaginiren Koordinatenachse spie-
gelbildlich auf einem Kreis mit dem Radius p angeordnet sind. Sie sind also gleichmiBig
auf die vier Quadranten der komplexen Zahlenebene verteilt. Bezeichnet man die Pol-
stellen im ersten Quadranten mit vy und die im zweiten Quadranten mit wy, so enthilt
der dritte Quadrant die konjugiert komplexen Polstellen wi* und der vierte Quadrant die
konjugiert komplexen Polstellen v, *. Es ergeben sich dann unter Beriicksichtigung von
(224.16) und (224.17) die Zusammenhiinge

Vk = Pk-1
¥k = Pq-k
We* = pgak-1 = -Vk
vi* = Pk = Wk

firk={1,...,q/2}, die in Abbildung 224-2 verdeutlicht sind.

v

Re

Abb. 224-2: Polstellenverteilung mit ke{l,...,q/2}

Mit diesen Polstellen kann (224.12) in der Form

q/2 2 q/2 2
Ag(R) = T p n p (224.18)
k=1 (p-vi)(p-vk*) k=1 (p-wy) (p-w*)

geschrieben werden. Bringt man hierin die aus (224.10) folgende Beziehung

p-qp = 202 (14qy) (224.19)
z+1

fiir qx € {vk,vi*,wx,w*} ein, ergibt sich schlieBlich die Realfunktion Ag(Q) zu
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q/2 2 q/2 2
Ao() = T —Sx(zD” "t cx(ztl) (224.20)
k=1 (z-ty) (z- 4 *) k=1 (z-8y)(z-5¢*)
mit
2 2
cp = P = p , (224.21)
(1-v) (1-v*)  14p>-2pcosfy-
2 2
e = p = P , (224.22)
(1-w) (1-we*)  1+p%+2pcosfy
2.~
s = L+vg - L-p*2jpsinfi, , (224.23)
1-v 1+p2-2pcosfy
Sk* - 1+Vk* = 1-p2-2jpsinﬁk_1 , (224.24)
1-v* 14+p2-2pcosPy_,
Yime .
t = g _ Lw* _ L-p™2jpsinfy, 1 (224.25)
1-wy 14v* 1+p*+2pcos iy S
oo et Lw o Lptajpsinfe L (94.2)
1-wy* 14wy l+p2+2pCOSﬁk_| Sk
Sie liegt nach (221.16) wegen Ag(2) = Ho(jQ) in der Kaskadenform vor
. ' a2 q2 q/2
Ao(R) = Hi(jQH2(jR) = N Hu(§Q) N Hx(jR)) = N Hoe(j) (224.27)
k=1 k=1 k=1
mit den Teilsystemfunktionen
2 2
Hi(z) = _ex(z+)® 4 Hy(z) = _Cx(z)® (224.28)
(z-ty) (z-t*) (z-s¢) (z-s¢*)

sowie
Hok(J2) = Agk(R) = Hp(jQ) Hye(jQ) -
Erweitert man Hyy (jQ) mit z72/z72, ergibt sich mit ey = ¢/ (sgsi*)

cx(z+1)2272 - cp(z141)?2

Hak(z)
(z-s) (z-5)z7 2 (1-sy/2) (1-5,*/2)

cx(z7+1)? __ey(2741)?
sisi*(Z7 - Us) (27 - 1se*) (-0 (27 -1y)

Hy(z™h) (224.29)
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oder fiir z = e/®und 27! = ¢3¢
Hye(§Q) = Hie(-jQ) .

Dieses Ergebnis stimmt mit (223.8) iiberein, so daB H,(jQ) die Frequenzantwort eines
antikausalen Systems darstellt.

Die Systemfunktion H;y(z) ldBt sich mit N = 2 sowie d; =d;x und g; = g, fiir

ie{0,1,2} in der Form (223.9) der Systemfunktion eines kausalen rekursiven Filters
schreiben

-1 -2
Hy(z) = Q_Qk’*_dl% . (224.30)
BoktB1kZ +82kZ
Stellt man diesem Ausdruck die aus (224.28) nach Erweiterung um z~2/z2 folgende Be-
zichung
Hy(z) = er(z2+2z41)z272
(z- ) (z-t*)z ™2

gegeniiber, liefert der Vergleich die Filterkoeffizienten djy und g;y zu

dox = ex » djx = 28 , dox =€x , Bk =1,

-(tk.l.tk*) = . _ZLILL

ik =
14p%42pcos Py
2v2, 40020002
gk = tit* = (1-p7)"+4p7sin By . (224.31)
(L+p?+2pcosPy_1)?
Die Systemfunktion H,y (z) lautet wegen (224.29)
2
Ha(j0) = Hy(z") = doxrduztdaz (224.32)

2
8okt81kZ+E2xZ

Die Polstellen von Hy (z) liegen bei z = ty und z = t,*, da dann der Nenner verschwin-
det. Nach Satz (221.18) ist das kausale System mit der Systemfunktion H,,(z) genau
dann stabil, wenn | t| = | tx*| <1 gilt. Die Polstellen von Hy(z) liegen nach (224.28)
bei z = 5 und z = s, *. Das antikausale System mit der Systemfunktion Hy(z) ist dann
stabil, wenn |sy| =|sg*| > 1 zutrifft. Bildet man die Betrige von (224.23) und
(224.25), erhilt man

Iskl = (sksp*)!/? = ((1-p%) +dp?sin’fe '™
1+p2-2pcosPy_;

|te] = (tety*)!? = ((1-p")*+dp?sin’fp) ! .
1+p2+2pcosfy_,
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Fiir 0 < By < 7/2 und wegen p > 0 gilt die Ungleichung |sg| > |ty|, woraus wegen
|sg| = 17| ty| schlieBlich |tx| < I und |sy| > 1 folgen. Somit liegen mit H;(j) und
Hy (jQ) Frequenzantworten stabiler Systeme vor.

Es sind nun alle q Teilsystemfunktionen in (224.27) bestimmt. Um die Realfunktion
Ag(2) anzugeben, werden die reellen Teilsystemfunktionen Hg(jQ) = Ag(Q) =
Hix (GOH (j) in (224.27) berechnet. Multipliziert man (224.30) mit (224.32), erhiilt
man nach (223.22) mitN =2
2 .2 . 2 _
(Ldiz™)(Ldyz’) I ajcosi
Hoe(§0) = Ag(@) = —5° 2 -
(Igiz)(XIguz') Ibicosi
i=0 i=0 i

(224.33)

Hierin lauten die aus (223.21) mit (223.18) und (223.19) folgenden Koeffizienten a; =
a;, und b; = by fiir ie{0,1,2} mit bog = gox® + g1k + B2

agr = (dox+d>+dai®) /bgy box = 1

aje = 2(doxdyy+dydax) /box bik = 2(goxB1x+B1k82k) /bok

azc = 2(dokday) /bok bk = 2(gokB2x) /bok - (224.34)

Durch die Hintereinanderschaltung der q/2 Teilfilter mit den Teilfrequenzantworten
(224.33) fiir ke(1,...,q/2} nach (224.27) erhilt man die Frequenzantwort Ay(Q) des
Butterworthfilters, mit der im Frequenzbereich gefiltert werden kann. Soll die Filterung
im Zeitbereich erfolgen, sind die (224.33) zugeordnete Vorwirtsfilterung (223.13) und
Riickwirtsfilterung (223.15) mit den Filterkoeffizienten (224.31) anzuwenden. Als Er-
gebnis erhilt man das Ausgangssignal eines Teilfilters. Nach (224.27) sind q/2 Teilfilter
hintereinanderzuschalten. Das Ausgangssignal des 1. Teilfilters ist also Eingangssignal
des folgenden und so fort, wie im Zusammenhang mit (221.16) erldutert.

Im folgenden werden die beschriebenen Zusammenhinge an einem cinfachen Beispiel
verdeutlicht.

Beispiel 1: Gegeben seien die Idealfunktion f(x) = H(jQ) = A(Q) mit

DurchlaBbereich: A(Q)
Sperrbereich: AQ)

I fir 0 < |Q]
0 fir 0, < |0

IA

On

T

IA

und die Modellparametermenge M aus (222.10) mit den Spezifikationen

dSl =0 ; d52=0,1975 5 d[)] =0,8 ; d|)2=1 3 QD =0,2r ; ﬂs =0,47m .
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Gesucht ist die Realfunktion fo(x) =Hg(jQ) = Ag(Q) gemiB (224.27). Die Berechnung
der natiirlichen Zahl q aus (224.7) ergibt q = 2 und somit folgt aus (224.8) Q. = 0,274 7.
Weiter erhilt man p = tan(Q./2) = 0,4595 und aus (224.13) mit (224.14) unter Beriick-
sichtigung der Aufteilung aus Abbildung 224-2 die Polstellen

po = 0,3249 + j 0,3249 = v,
p1 = -0,3249 + j 0,3249 = w;
pz = -0,3249 - j 0,3249 = w;*
ps = 0,3249 - j 0,3249 = vy* .

Aus (224.23) bis (224.26) ergibt sich weiter

s; = 1,4053 - j 1,1577
s;* = 1,4053 + j 1,1577
t; = 0,4239 - j 0,3492

ti* = 0,4239 + j 0,3492

sowie fiir die Betriige
Isi| = |s1*|
|t1] = |t1*] = 0,5492 .

Man erhilt daher nach (224.30) und (224.32) mit (224.31) fiir e; = 0,1135 die System-
funktionen

1,8208

]
]

Hy (z) = do+dy 2z 4dy 272 und Hy,(z) = dg +d; z+dy, 22
l+gy 127 4g2 1272 l+gy 124821 2°

mit den Filterkoeffizienten

do; = 0,1135 ; dy;, = 0,2270 ; dy = 0,1135

go1 = 1 ; B = -0,8478 ; gy = 0,3016 . (224.35)
Weiter liefert (224.27) mit (224.33) wegen q = 2 die gesuchte Realfunktion Ay(Q) zu

ag;+a O+a 2Q
Ao(ﬂ) = 301-1-3“008 321008 .
bo1+bc0sQ+by cos2Q

Die darin enthaltenen Koeffizienten a,; und by mit ke {0,1,2} lauten mit bg; = 1,8097

1,424 1072
0,3333 . (224.36)

1 = 4,271 1072 ; 3y, = 5,695 1072 ; ay

bor =1 ; b

-1,2195 ; b2
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Mit Ag(2) kann im Frequenzbereich gefiltert werden. Die Filtergleichungen im Zeitbe-
reich ergeben sich aus (223.13) und (223.15) mit den Filterkoeffizienten aus (224.35) zu

yi(n) = 0,1135yo(n)
+ 0,2270y4(n-1)+0, 1135y¢(n-2}+0,8478y,(n-1)-0,3016y,(n-2)

ya(n) = 0,1135y,(n)
+ 0,2270y;(n+1)+0, 1135y, (n+2)+0,8478y,(n+1)-0,3016y,(n+2).
Man berechnet zunichst beispielsweise y,(n) fiir alle n in Richtung wachsender Werte

fiir n und anschlieBend y,(n) fiir alle n in der entgegengesetzten Richtung. Wegen q = 2
ist nur eine Vorwiirts- und Riickwiirtsfilterung erforderlich. A

Die unbekannten Filterkoeffizienten knnen auch aus einer Parameterschitzung ermittelt
werden. Dieses Verfahren ist allgemein anwendbar und wurde fiir den Entwurf rekursi-
ver Filter ausfiihrlich bei (Schmidt 1993a,b) behandelt. Wihlt man als Idealfunktion wie-
der das Amplitudenspektrum A(Q), erhdlt man aus (222.7) mit x = 2 die Fehlerfunktion

e(Q) = Ag(2.0) - A(Q) . (224.37)

Die Realfunktion Ag(Q,f) sei beispielsweise durch die Frequenzantwort (223.22) des
nullphasigen rekursiven Filters gegeben. Anstelle der unbekannten Filterkoeffizienten d,
und gy nach (222.4) faBt man dann mit u = 2N+1 die Koeffizienten ay und by aus
(223.22) im uxl Vektor

ﬂ = [50,51,...,EN,El,...,BN]' (224.38)
zusammen und spaltet ihn mit
B=P5+38 (224.39)

in den Vektor der Niherungswerte fp und den Vektor der unbekannten Zuschlige 8f auf.
Man erhiilt dann fiir (224.37) nach einer Linearisierung

e(Q) = Aog(R,B0) - A(R) + x(Q)'6p (224.40)
mit

x(Q) = (aAo/amHo .
Nach der Diskretisierung von Q in die n Werte Q; mit ie{1,2...,n} und n > u ergibt
sich mit ¢; = e(;), y; = A(Q;) - Ag(Q;, Bo) und x; = x(Q;) aus (224.40)

yi +e; =x;'6p (224.41)

und mit e = (e;), y= (y;) und X = [x;,...,x,]"' das lineare Modell fiir die Parame-
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terschitzung
y+e=Xdf. (224 .42)

Wird ferner mit der nxn Matrix P, die als positiv definit vorausgesetzt wird (Koch 1987,
S.179), eine Gewichtung vorgenommen, liefert die beste Schitzung, die Methode der
kleinsten Quadrate und die Maximum-Likelihood-Schitzung die Schitzwerte

& = (X'PX)'X'Py (224.43)
und schlieBlich mit
B=p+ P (224.44)

die gesuchte Realfunktion AO(Q,fI), mit der im Frequenzbereich zu filtern ist. Anschlie-
Bend muB iiberpriift werden, ob die Realfunktion das reelle Amplitudenspektrum eines
stabilen Systems reprisentiert. Sollte dies nicht der Fall sein, sind fiir die Koeffizienten
aus (224.38) Restriktionen in die Parameterschitzung einzufiihren.

225 Definition und Eigenschaften nichtrekursiver Filter

Wie aus den Erlduterungen zu Beginn des Kapitels 223 folgt, bezeichnet man ein Filter
als kausales nichtrekursives digitales Filter M-ten Grades, falls seine Filtergleichung

M
y(n) = X d.x(n-r) (225.1)

r=0

mit
dy#0 (225.2)

lautet. Dieses nichtrekursive Filter kann mit g, = O fiir ke{1, ... ,N} als Spezialfall des
rekursiven Filters mit der Filtergleichung (223.1) interpretiert werden , so da die im Ka-
pitel 223 zusammengestellten Definitionen und Eigenschaften rekursiver Filter auch fiir
die nichtrekursiven Filter gelten. In Anlehnung an die in der Literatur iibliche Darstel-
lungsweise wird die Obergrenze der Summe in (225.1) durch M = N-1 substituiert. Die
Filtergleichung des nichtrekursiven Filters (N-1)-ten Grades lautet also

N-1

y(n) = 3} dgx(n-k) . (225.3)
k=0

Die Impulsantwort h(k) erhilt man aus (217.12) zu
h(k) = dy fiir ke{0,...,N-1} (225.4)
und die Systemfunktion H(z) aus (217.11) zu
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N-1
H(z) = I dpz™ . (225.5)
k=0

Stellt man sie in der Produktform (221.12) dar
N-1
k

H(z) = dg fll o (225.6)

und multipliziert Z4hler und Nenner aus, folgt aus dem Vergleich mit (225.5) fiir die
Polstellen

Zo = 0 fir ke{l,...,N-1} , (225.7)
so daB nach (221.18) ein kausales nichtrekursives Filter stets stabil ist.

In den folgenden Abschnitten a) bis d) werden die nichtrekursiven Filter mit linearer
Phase

Q) = o) + o (225.8)
nach (221.35) behandelt. Betrachtet man zunichst den Fall

a) @, beliebig und 0 =0
aus (221.38), so muB fiir die Impulsantwort nach (221.40)
h(n-;) = h(-n-a;) (225.9)

gelten. Die Impulsantwort ist also symmetrisch beziiglich des Wertes -a;. Da nach
(225.4) weiter h(k) # O fiir ke{0, ... ,N-1} gilt, muB der Symmetriepunkt bei

o = -(N-1)/2 (225.10)
liegen. Substituiert man in (225.9) k = n-a; und n = k+@,, folgt mit (225.10)
h(k) = h(N-1-k) fiir ke{O,...,N-1} . (225.11)

Bei Beriicksichtigung dieser Symmetriebedingung erhilt man die Filtergleichung aus
(225.3) mit (225.4).

Zur Berechnung der Frequenzantwort ist es sinnvoll, zu unterscheiden, ob N eine gerade
oder ungerade Zahl ist.

aa) N gerade Zahl
Fiir die Frequenzantwort H(jQ) gilt nach (221.30) und (225.5) mit (225.8)

. N-1 -jko jaQ
H(Q) = X h(k)e ™ = A@Q)e*™ (225.12)
k=0
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so dafl die Amplitude
N-1 .
AQ) = I h(k)e ko0l
k=0
N/2-1 . N-1 .
- zo h(k)e § k+eD8 ) glzh(k)e‘l“‘“’l"’ (225.13)
k= =

folgt. Wird in der zweiten Summe k = N-1-n = -2¢;-n und n = N-1-k substituiert, erhilt
man mit (212.11), (225.4) und (225.11)

N/2-1 . N/f2-1 .
A@) = T hik)e J®e8 LT3 hN-1-n)ed (HODR
=0 n=0
N/2-1
=2 3 dy cos(k+a;)Q . (225.14)
k=0
Mit den Substitutionen
4, = 2dy/pn fir me{l,...,N/2) (225.15)

kann (225.14) in die kompakiere Darstellung
N/2_
AQ) = Y dy cos(k-1/2)Q (225.16)
k=1

iiberfiihrt werden. Setzt man (225.16) in (225.12) ein, ergibt sich die Frequenzantwort
H(jQ) des linearphasigen Filters bei geradzahligem N.

Fiir Q = n verschwindet nach (225.16) die Amplitude und damit auch die Frequenzant-
wort. Nach Abbildung 222-1 sind daher Hochpisse und Bandsperren durch ein linearpha-
siges Filter mit geradzahligem N nicht realisierbar.

ab) N ungerade Zahl
Anstelle von (225.13) erhilt man fiir die Amplitude A(Q) mit (225.10) aus (225.12)

Nilh(k)e-j(kml)ﬂ

AQ) =
k=0
(N-3)/2 . N-1 .
= 3 h@e T L higy+ T he &S (225 17)
k=0 k=(N+1)/2

Substituiert man in der letzten Summe k = N-1-n = -2¢;-n und n = N-1-k, ergibt sich
analog zu (225.14)
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(N-3)/2 . (N-3)/2 )
¥ h(k)e'”k‘*al)a +h(-g) + 3 h(N-l-n)eJ(ma')n
k=0 n=0

A(Q)

(N-3)/2
2 Y dy cos(k+a))Q + dg, - (225.18)
k=0

Mit den Substitutionen

fo = dg

fn = 2dgn fiir me{l,...,(N-1)/2} (225.19)
erhilt man schlieBlich aus (225.18)

AQQ) = (N;)I::)nn cosk@l . (225.20)

Setzt man dieses Ergebnis in (225.12) ein, ergibt sich die Frequenzantwort H(jQ) des li-
nearphasigen Filters mit ungeradzahligem N. Mit (225.20) ist die Amplitude A() durch
eine Summe harmonischer Schwingungen der Form (213.2) bestimmt.

Es wird nun das nullphasige Filter mit

b) ;=0 und @ =0
aus (221.41) behandelt, das nach (221.43) die reelle Frequenzantwort

H(jQ) = A(Q) (225.21)
besitzt. Wird zuniichst Kausalitit nach (216.8) gefordert, gilt wegen (221.44) h(n) # 0
nur fiir n = 0, so daf} die Impulsantwort

h(n) = ¢ d(n) (225.22)
Jautet. Hierin bedeuten ¢ eine Konstante und d(n) der Einheitsimpuls (211.7). Setzt man
(225.22) in (216.6) ein, ergibt sich

y(n) = ¢ x(n) .

Das Eingangssignal x(n) und das Ausgangssignal y(n) unterscheiden sich also nur um
den konstanten Faktor c. Ein sinnvolles kausales nullphasiges nichtrekursives Filter ist
demnach nicht realisierbar, so daB nullphasige nichtrekursive Filter nichtkausal sein miis-
sen.

Mit (225.16) und (225.20) wurden bereits reelle Amplitudenspektren erhalten, die nach
(225.21) eine nullphasige Filterung bewirken. Im Fall
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ba) N gerade Zahl

ist die Frequenzantwort also mit (225.21) durch (225.16) gegeben. Da die nullphasige
Filterung besonders wichtig ist, soll zusiitzlich die Filtergleichung hergeleitet werden,
wozu zuniichst die Impulsantwort bendtigt wird, die die Bedingung (221.44) erfiillt.

Nach (225.13) gilt
N-1 -j(k+ap)Q
A(Q) = I h(k)e TR (225.23)
k=0
Substituiert man hierin k = n-a;+1/2 und n = k+a; - 1/2, erhélt man mit (225.10)
N/2-1

I h(n-g+1/2)e i (01/D4
n=-N/2

A(Q)

N/2-1 . N/2-1 .
T h(nsNs2)e (M8 _ Z/2hl(n)e'1(n+l/2)n , (225.24)
n=-N/2 n=-N

worin
hi(n) = h(n+N/2) fir ne{-N/2,...,N/2-1} (225.25)

die Impulsantwort des wegen (216.8) nichtkausalen nullphasigen Filiers bedeutet. Da N
eine gerade Zahl ist, liegt der Symmetriepunkt der Impulsantwort bei -1/2. Die Filter-
gleichung erhilt man daher aus (216.6) zu

N/2-1
y(n) = I hy(k)x(n-(k+1/2)) . (225.26)
12

Unter Beriicksichtigung von (225.25), (225.4) und (225.15) kann (225.26) umgeschrie-
ben werden in
| N2
y(n) = 5 Y di(x(n+k-1/2)+x(n-k+1/2)) . (225.27)
k=1

Fiir die Berechnung des gefilterten Signals wird somit wegen (n+k-1/2) und (n-k+1/2)
das Eingangssignal zwischen den diskreten Werten benGtigt, was als Nachteil eines
nichtrekursiven Filters mit Nullphase und geradzahligem N anzusehen ist. Im Fall

bb) N ungerade Zahl

gilt mit (225.21) die Frequenzantwort (225.20). Um die Filtergleichung abzuleiten, wird
die Impulsantwort bendtigt. Substituiert man in (225.23) k = n-a; und n = k+;, erhilt
man mit (225.10)
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(N-1)/2 . (N-1)/2
AQ) = 3 h(n-gde ™= T hy(n)ei™, (225.28)
n=-(N-1)/2 n=-(N-1)/2
worin
hy(n) = h(n+(N-1)/2) fiir ne{-(N-1)/2,...,(N-1)/2} (225.29)

die Impulsantwort des wegen (216.8) nichtkausalen nullphasigen Filters bedeutet. Seine
Filtergleichung erhiilt man aus (216.6) zu

(N-1)12
y(n) = Y hik)x(n-k) (225.30)
k=-(N-1)/2

und unter Beriicksichtigung von (225.29), (225.4) und (225.19) zu
1 (N-1)/2
y() =5 I Te(x(n+k)+x(n-k)) . (225.31)
k=0

Die im Zusammenhang mit (225.27) erwihnten Nachteile eines nullphasigen nichtrekur-
siven Filters mit einem geradzahligen Wert fiir N treten bei der Wahl eines ungeradzahli-
gen Wertes fiir N nicht auf. Fiir nichtrekursive Filter mit Nullphase sind deshalb ungera-
de N zu bevorzugen.

In dem Fall, daB N eine ungerade Zahl ist, kann die Frequenzantwort (225.21) mit
(225.20) auch aus (223.22) abgeleitet werden. Fiir nichtrekursive Filter verschwinden
nimlich die Koeffizienten b;,...,by. Ersetzt man auBerdem die obere Summations-
grenze N durch (N-1)/2 und schreibt ay = Ty, erhilt man

(N-1)/2
H(jQ) = I Ty cosk .
k=0

Betrachtet wird nun der Fall

c) a; beliebig und a;=n/2
aus (221.45). Die Impulsantwort erfiillt wegen (221.47) die Bedingung

h(n-a;) = -h(-n-¢y) . (225.32)
Substituiert man hierin k = n-o; und n = k+e;, ergibt sich mit (225.10)

h(k) = -h(N-1-k) fir ke{0,...,N-1} . (225.33)

Die Filtergleichung erhiilt man aus (225.3) mit (225.4) unter Beriicksichtigung dieser
Antisymmetriebedingung. Zur Berechnung der Frequenzantwort wird zuniichst wieder
der Fall
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ca) N gerade Zahl
untersucht. Man erhilt fiir H(jQ) mit (212.8) entsprechend (225.12)

N-1 . . .
H(Q) = 3 h(k)e T = a@)ed @D - ja)edf | (225.34)
k=0

mit der reellen Amplitude

3 hger) heme

AQ) =
k=0
N/2-1 R N-1 .
= -jl 20 h(kyed k+o08 4 z/zh(k)e'l“““l"’] . (225.35)
k= k:N

Substituiert man in der zweiten Summe k = N-1-n = -2a;-n und n = N-1-k, folgt unter
Beriicksichtigung von (212.11), (225.4), (225.32) und (225.15)

N/2-1 N/2-1

AQ) = -j[ X h(k)e'j(k+“1)0 + % h(N-1-n)el (M0
k=0 n=0
N/2-1 N/2_
= -2 1 dy sin(n+oq)2 = - } di sin(k-1/2)Q . (225.36)
k=0 k=1

Setzt man dieses Ergebnis in (225.34) ein, erhiilt man die Frequenzantwort H(jQ) des
linearphasigen Filters. Fiir

cb) N ungerade Zahl
ergibt sich anstelle von (225.35) analog zu (225.17)

(N-3)/2 N-1

A@Q) = -j[ 2 h(k)e-j(k+al)n + h(-q) + Y h(k)e'j(k+a|)0] ’
k=0 k=(N+1)/2
(225.37)
wobei wegen (225.32)
h(-a) =0 (225.38)

gelten muf. Beriicksichtigt man dieses Ergebnis in (225.37) und beachtet weiter

(212.11), (225.4), (225.32) und (225.19), erhilt man fiir die reelle Amplitude
(N-1)72
A(Q) = - I Ty sinkQ (225.39)
k=1

und aus (225.34) die Frequenzantwort H(jQ). A(Q) verschwindet sowohl fiir Q = 0 als
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auch fiir @ = 7. Nach Abbildung 222-1 sind Systeme mit einem solchen Amplitudenspek-

trum als Bandpiisse einzusetzen.

Behandelt wird abschlieBend der Fall

d) =0 und o=7/2
aus (221.48), fiir den nach (221.50) die imagindre Frequenzantwort
H(jQ) = jA(Q) (225.40)

giiltig ist. Zur Herleitung der Filtergleichungen kann analog zu (225.23) bis (225.31) ver-
fahren werden, wobei in (225.24) die Antisymmetrie (225.33) zu beriicksichtigen ist.
Ohne hier auf die einzelnen Zwischenschritte einzugehen, erhilt man fiir

da) N gerade Zahl

die Filtergleichung
1 N/2
y(n) = 5 Y di(x(n+k-1/2)-x(n-k+1/2)) (225.41)
k=1
und fiir

db) N ungerade Zahl

die Filtergleichung
1 (N-1)/2
y(n) = 5 Y Tu(x(n+k)-x(n-k)) . (225.42)
k=0

Auf den Nachteil von (225.41) im Vergleich zu (225.42) wurde bereits im Zusammen-
hang mit (225.27) hingewiesen.

226 Nichtrekursive Elementarfilter

Es werden nun einige nichtrekursive Elementarfilter vorgestellt, deren Impulsantworten
auf empirische Weise definiert sind. Sie sind einerseits bei manchen eindimensionalen
Problemstellungen sinnvoll einsetzbar, andererseits werden aus ihnen, wie im Kapitel
245 gezeigt wird, zweidimensionale Elementarfilter konstruiert, die hiufig in der digita-
len Bildverarbeitung Verwendung finden.

Man bezeichnet ein kausales nichtrekursives Filter (N-1)-ten Grades als Rechteckfilter,
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falls fiir die Filterkoeffizienten d, gilt
do = § fir ne{0,...N-1} . (226.1)

Durch die Filterkoeffizienten ist nach (225.4) die Impulsantwort h(n) unmittelbar be-
stimmt. Da die Bedingung (225.11) erfiillt wird, ist wegen (225.21) ein nullphasiges
Rechteckfilter realisierbar. Seine Filtergleichung ist bei ungeradzahligem N mit (225.31)
unter Beriicksichtigung von (225.19) durch

(N-1)/72

y(n) = § [x(n)+ I (x(n#k)+x(n-k))] (226.2)

)
k=1
gegeben. Die Berechnung von y(n) entspricht also einer Mittelwertbildung. Die reelle
Frequenzantwort lautet nach (225.21) mit (225.20)

N-1 1 g (D72
H(jQ) = R7(Q) = N+tR Y coskQ (226.3)
k=1

und ist in Abbildung 226-1 fiir N = 5 dargestellt. Das Rechteckfilter bewirkt eine Tief-

1.0 . N I " 1 L " N N 1 A I A A 1

0.5 B

A (Q)

0.0+ -

Q

Abb. 226-1: Amplitude des Rechteckfilters

paBfilterung, wobei jedoch gegeniiber dem idealen Tiefpafifilter groBe Approximations-
fehler verbleiben. Diese sind auch bei einer Erhfhung des Filtergrades nicht zu verrin-
gern.

Ahnlich verhilt sich das Binomialfilter, dessen Filterkoeffizienten lauten

dy = 2'"*‘m7}'f—;§2’—n, fir ne{0,...,N-1} . (226.4)
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Aufgrund des symmetrischen Verhaltens der Filterkoeffizienten mit d,, = dy_j_, ist nach
(225.11) wieder eine nullphasige Filterung mit der bei ungeradzahligem N aus (225.21)
mit (225.20) folgenden Frequenzantwort

HGjO) = BVYI@) = 2™ (2L, 3 ( 220! ooska) (226.5)
k=1

a! o o+k) ! (a-k)!

moglich, wobei a = -a; = (N-1)/2 gilt. Abbildung 226-2 zeigt (226.5) fiir N = 5.

Q

Abb. 226-2: Amplitude des Binomialfilters
Es wird nun ein Filter betrachtet, dessen Filterkoeffizienten lauten

d, =

I/N fir ne {0,...,(N-3)/2,(N+1)/2,...,N-1}
(226.6)

0 fir n= (N-1)/2,

wobei N als ungerade Zahl vorausgesetzt wird. Da die Filterkoeffizienten wieder ein
symmetrisches Verhalten aufweisen, ist eine nullphasige Filterung mdglich. Die reelle
Frequenzantwort folgt also aus (225.21) mit (225.20) zu
N1 5 (N-1)/2
H(jQ) = V7 (Q) = N Y coskQ . (226.7)
k=1

Vergleicht man dieses Ergebnis mit (226.3), so unterscheidet sich dieses Filter vom
Rechteckfilter nur durch das Verschwinden des ersten Summanden in der Frequenzant-
wort. Die Filtergleichung ist wieder durch (226.2) gegeben, wobei jedoch der zentrale
Eingangssignalwert x(n) unberiicksichtigt bleibt
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| D2
yim) =g [ ¥ x(o+k)+x(n-k)] . (226.8)

Dieses Filter wird zur Konstruktion eines zweidimensionalen Filters bendtigt.

Sowohl Rechteck- als auch Binomialfilter sind TiefpaBfilter und bewirken eine Gléttung
des Eingangssignals. Vielfach ist es in der digitalen Bildverarbeitung erwiinscht, rasche
Anderungen der Grauwerte in Form von Kanten herauszuheben. Als nichtrekursive Ele-
mentarfilter finden dann die Ableitungsfilter erster und zweiter Ordnung Verwendung,
die auf der Diskretisicrung der ersten und zweiten partiellen Ableitung des Eingangssi-
gnals basieren. Die Filterkoeffizienten des Ableitungsfilters erster Ordnung oder Gra-
dientenfilters (N-1)-ten Grades lauten

(N-D7' fir n=0
dy = { -(N-1)™' fiir n=N-1 (226.9)
0 sonst .

Wegen (225.4) ist nach (225.32) die Impulsantwort antisymmetrisch, so daB a; = /2 in
(225.8) gilt. Die imaginiire Frequenzantwort ergibt sich fiir @) = 0 bei geradzahligem N
aus (225.40) mit (225.36) und bei ungeradzahligem N aus (225.40) mit (225.39) zu

HG®) = 6*10) = -jgr sine) . (226.10)

Werden zwei Gradientenfilter mit den Frequenzantworten GK'I( jQ) aus (226.10) hinter-
einander geschaltet, resultiert nach (221.16) die reelle und nach (221.43) nullphasige
Systemfunktion

(i) = M1 = &Gy
- oD T

= - (K_%IK_U [1-cos((K-1)R)] . (226.11)

Dies ist eine Systemfunktion der Form (225.21) mit (225.20), so daB fiir den Grad dex
Filters aus (N-1)/2 = K-1 folgt N-1 = 2K-2. Die Filterkoeffizienten d, mi
ne{0,...,N-1} ergeben sich dann aus (225.19) zu

(K-1)"2 fir ne (O,N-1)}
d, = 1 -2(K-1)"% fiir n =K-1= (N-1)/2 (226.12)
0 sonst .
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Mit (226.11) wird die Frequenzantwort eines verallgemeinerten Ableitungsfilters zweiter
Ordnung oder Laplacefilters beschrieben, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 1: Ein Gradientenfilter ersten Grades, fiir den also N = 2 in (226.10) gilt, ist
nach (226.9) durch die Filterkoeffizienten

dg=1,d;=-1 (226.13)
definiert, so daB nach (226.10) die Frequenzantwort

Gl(jQ) = -2jsin(Q/2) (226.14)
folgt. Die Filtergleichung lautet nach (225.41) mit (225.15)

y(n) = x(n+1/2) - x(n-1/2)

und stellt damit die diskretisierte erste partielle Ableitung an der Stelle x(n) dar. Weiter
ergibt das Produkt (226.11) mit K = 2 und N = 3 die Frequenzantwort des Laplacefilters

zu

L2(@) = G'(jQ)G(jQ) = -2 + 2cosQ , (226.15)
woraus nach (226.12) die Filterkoeffizienten

do=1,d;=-2,dy=1 (226.16)
folgen. Nach (225.31) mit (225.19) erhiilt man die Filtergleichung

y(n) = x(n-1) - 2x(n) + x(n+l) , (226.17)

die der diskretisierten zweiten partiellen Ableitung an der Stelle x(n) entspricht, denn es
gilt y(n) = [x(n+1)-x(n)]-[x(n)-x(n-1)]. Das Laplacefilter mit der Frequenzantwort
Lz(Q) 1:Bt sich auch iiber die Parallelstruktur konstruieren. Fiihrt man das Identitétsfilter
mit der Frequenzantwort I(2) = I =1 ein, ergibt sich aus (221.17) mit K = 2 fiir H,(jQ)
= 4B2(Q) und H,(jQ) = -41 das Ergebnis

H(j) = 4(B2(Q)-1) = L2(Q) , (226.18)
wobei B2(Q) = (1+cosQ)/2 aus (226.5) fiir N = 3 folgt. A

Werden verschiedene Elementarfilter in Parallel- und/oder Kaskadenstruktur zusammen-
gesetzt, kdnnen Filter resultieren, die eine vorgegebene Idealfunktion weitaus besser ap-
proximieren als bei ihrer Einzelanwendung. Dennoch werden in der Praxis zumeist Filter
mit wesentlich giinstigerem Approximationsverhalten ben&tigt. Gesucht werden also Ver-
fahren, die eine méglichst gute Approximation der Idealfunktion durch die Realfunktion
erreichen, worauf im folgenden Kapitel eingegangen wird.
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227 Entwurf nichtrekursiver Filter

Zur Approximation einer Idealfunktion durch eine Realfunktion im Fall nichtrekursiver
Filter werden in diesem Kapitel zwei Verfahren vorgestellt. Der Beschreibung des allge-
mein anwendbaren Schitzverfahrens im linearen Modell folgen Erlduterungen zur Fen-
sterfunktionsmethode. Weitere Verfahren entnehme man der Literatur (zum Beispiel
Cappellini et al. 1978, S.53).

Das Schitzverfahren im linearen Modell wurde fiir rekursive Filter am Ende des Kapitels
224 vorgestellt. Fiir nichtrekursive Filter reduziert sich der unbekannte Vektor § der Fil-
terkoeffizienten aus (222.4) zu

ﬂ= [dg.d1,...,dn—1]" (227.1)

Als Idealfunktion (222.1) wird im folgenden wieder das Amplitudenspektrum A(Q) ge-
withlt. Die Realfunktion Ag(Q) ist dann je nach Vorgabe der Koeffizienten @; und ¢, der
linearen Phase (221.35) sowie des Filtergrades N-1 durch (225.16), (225.20), (225.36)
oder (225.39) anzusetzen. Fiir ein nullphasiges Filter mit ungeradem N erhilt man nach
(225.20)
(N-1)/2
Ag() = kZO Ty cosk . (227.2)

FaBt man anstelle von (227.1) mit (N+1)/2 = u die u Koeffizienten fy mit ke{0,...,
(N-1)/2} im ux1 Vektor B zusammen

B=(T.T1.....T(n-1y2]" (227.3)

und fiihrt weiterhin den ux1 Vektor

x() = [1,cos),...,cos(N-1)/2]" (227.4)
ein, so 1aft sich (227.2) in der Form

Ao(Q,B) = x(2)'B (227.5)
schreiben. Der Approximationsfehler (222.7) lautet dann

e(®) = x(Q)'p - AQ) . (227.6)

Nach der Diskretisierung von Q in die n Werte £; mit ie{1,...,n} und n > u erhélt man
mite; =e(Q;), x; =x(%;) und y; = A(Q;) fiir (227.6)

yi +€; = xi'ﬁ (227.7)

analog zu (224.41). Fafit man die Elemente y; im nx1 Vektor y und die Elemente e; im
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X1 Vektor € zusammen und bildet die nxu Matrix X = [x;,...,xX,] ", ergibt sich das
ineare Modell der Parameterschitzung
y+e=Xf. (227.8)
Mit der Gewichtsmatrix P der y; folgt die Schidtzung (Koch 1987, S.188)
A A A
P= X)X Py = [To.T1....Fneyal” (227.9)

A
Jer Residuenvektor e ergibt sich zu

e=Xp-vy. (227.10)
7iir die Realfunktion erhilt man aus (227.5) die Schiitzung

Ko(ﬂ) = Ao(ﬂ,ﬁ) = x(Q) 'fi . (227.11)

viit den Schiitzwerten ﬁaus (227.9) ist auch die Filtergleichung (225.31) bestimmt.

3eispiel 1: Gegeben sei die Idealfunktion (222.8) fiir das Amplitudenspektrum eines
FiefpaBfilters mit {, = 0,417, die in Abbildung 227-1 dargestellt ist. Die Diskretisierung

1.0 -
D.54 B
0.0
—— ¥
-3 -2 -1 0 1 2 3
Q

Abb. 227-1: Idealfunktion A(Q)
rfolgt in Schritten von AQ = 27/n mit n = 200, so daB sich fiir die n Komponenten y;
nit ie{1,...,n} des Vektors y ergibt
yi =AQ;) =1 fir 0 < |Q;] <8,
Yi =AQ;) =0 fir Q, < [|Q] S7
nit Q; = -7+iAQ. Als Realfunktion wird Ag(Q;) =x;' P aus (227.5) fir N=99 mit
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(227.3) und (227.4) gewihlt, so daBB die Anzahl der unbekannten Filterkoeffizienten u =
(N+1)/2 = 50 lautet. Mit den Elementen

xjj = cos((j-1)8;) fir je{l,...,u} und ie{l,...,n}

der Matrix X aus (227.8) sowie der Gewichtsmatrix P = I ergeben sich die Schitzwerte
aus (227.9).

Die Normalgleichungsmatrix aus (227.9) ist eine Diagonalmatrix, denn aufgrund der ge-
wihlten Diskretisierung von { ist die periodische Idealfunktion A(Q) gleichmiBig iiber
den Bereich einer Periode, also iiber 27 gegeben. Es gilt analog zu (213.3)

Q; = -+ 27i/n fir ie{l,...,n} .

Substituiert man in (213.2) Ag/2 =Ty, Ay =Ty, By =0, K= (N-1)/2 und wpt; = Q;, er-
hilt man mit x,(t) = Ag(Q) den Ansatz (227.2) fiir die Realfunktion. Die Schitzwerte
der unbekannten Filterkoeffizienten konnen daher aus der ersten Gleichung in (213.7)
berechnet werden und lauten
A

A 1 n
To=— Z}'i und Tk=
n o

SN

n
Y y; cos(kQ;) fiir ke{l,...,(N-1)/2}) .
i=1

Die Abbildungen 227-2 und 227-3 zeigen die geschiitzte Realfunktion KO(Q) und die Ap-
proximationsfehlerfunktion €() = Ao(2) - A(Q). Das Uberschwingen der Realfunktion
im Bereich der Sprungstelle der Idealfunktion wird als Gibbssches Phinomen bezeichnet
und ist auch bei einer Erhthung des Filtergrades nicht zu verringern (Marko 1986, S.10).

A

o.o-:m'wwwmzx/\] u\,\wm-

Abb. 227-2; Realfunktion Ag(Q)
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Abb. 227-3: Approximationsfehlerfunktion ¢ (2)

Die Parameterschitzung (227.9), die der Methode der kleinsten Quadrate entspricht,
fiihrt zu einer Glittung der Fehler e;, was beispielsweise bei digitalen Filtern mit scharf
begrenzten Systemfunktionen unerwiinscht ist. Sinnvoller ist dann die Anwendung der
Tschebyscheff-Approximation, bei der

max|e;| = min fiir ie(l,...,n} (227.12)

mit e; aus (227.7) gefordert wird. Zur Losung von (227.12) kann der Remez-Algorithmus
verwendet werden (Rabiner und Gold 1975, S.136; Rutishauser 1976, S.155). Anderer-
seits ist auch die Nutzung der Methode der kleinsten Quadrate unter Beriicksichtigung
von Ungleichungsnebenbedingungen méglich (Fritsch 1987).

Als weiteres Entwurfsverfahren fiir nichtrekursive Filter wird die Fensterfunktionsmetho-
de behandelt. Diese Technik beruht darauf, unendlich lange Impulsantworten, die nach
(217.10) auf rekursive Filter fiihren, derart zu modifizieren, daf sie nach (217.14) als
endlich lange Impulsantworten nichtrekursiver Filter dienen kénnen. Auch kdnnen auf
diese Weise sehr lange Impulsantworten in wesentlich kiirzere umgewandelt werden.

Eingefiihrt wird die diskrete Funktion w(n), die wegen

# 0 fiir ne{n,...,n,)
w(n) (227.13)

= 0 sonst
nur innerhalb eines zusammenhiingenden Bereichs von Null verschiedene Werte aufweist

und daher als Fensterfunktion bezeichnet wird. Thre Fourier-Transformation lautet nach
(216.14)
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. njy .inQ
W(ja) = I w(n)e! (227.14)

n=nj

und wird Spektralfenster genannt. Als Fensterfunktion kann beispielsweise das Rechteck-
signal (218.20) oder das Dreiecksignal (218.22) gewihlt werden.

Bei der Fensterfunktionsmethode wird als Idealfunktion f(x) eine unendlich lange Im-
pulsantwort h(n) gewihit

f(x) = h(n) (227.15)
mit

h(n) # 0 fir ne{0,%1,%2,...} .
Die Realfunktion fo(x) erhidlt man mit der Fensterfunktion (227.13) zu

fo(x) = ho(n) = w(n)h(n) (227.16)
mit

# 0 fiir ne{np,...,n;}
ho(n)
= 0 sonst .

Die Realfunktion weist also nur noch nj-ny+1 von Null verschiedene Werte auf.
Die Filtergleichung erhilt man aus der diskreten Faltung (216.6) zu
na
yo(n) = ¥ ho(k)x(n-k) . (227.17)
k=n

Soll die Filterung im Frequenzbereich durchgefiihrt werden, ist nach (216.10) die Fre-
quenzantwort

Ho(jQ) = 5 ho(k)e X = 3% wik)h(k)e 12 (227.18)
k=n| k=n;

zu berechnen. Mit (216.13) ergibt sich unter Beriicksichtigung von (227.14), wobei B
eine Integrationsvariable bedeutet

n n s .
Ho(j8) = g5 L wik) | H(if)elPapel™
=0 -

- %’E ? H(jB) gz w(k)e Ik@Bgyp
-n k=n

n
=L [ HGBWG@-P)ap . (227.19)
-n
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Vergleicht man dieses Ergebnis mit (214.8), 1dt sich schreiben
Ho(j0) = 7= H(jQ) * W(jQ) . (227.20)

Bis auf den Faktor 1/27 ist dies die Faltung der Frequenzantwort H(j{) mit dem Spek-
tralfenster W(jQ). Die Frequenzantwort Ho(jQ) enthilt somit auch Frequenzanteile, die
aus dem Spektralfenster und nicht aus H(jQ) resultieren. Dieser Effekt wird als "spektra-
le Verschmierung” bezeichnet, die bei unterschiedlichen Fensterfunktionen verschieden
stark ist. Geeignete Fensterfunktionen mit geringen Verfilschungen werden bei (Cappel-
lini et al. 1978, S.69) vorgestellt.

Beispiel 2: Wihlt man als Idealfunktion die Impulsantwort (216.18) des idealen TiefpaB-
filters, erhiilt man aus (227.16) die Realfunktion

ho(n) = w(n) $100%n (227.21)

Mit dem Rechteckfenster (218.20)

1 fiir ne{n;=-L,...,np=L}
w(n) = (227.22)
0 sonst
folgt
(sinnf),) /nzr  fiir ne{-L,...,L}
ho(n) = (227.23)
0 sonst .

Wiihlt man L = (N-1)/2, erhiilt man aus (227.17) nach (225.30) eine nullphasige Filter-
gleichung

(N-1)/2 (N-1)/2

y(n) = k=_(N)_:l)/zho(k)x(n-k) =3 ) Ti(x(n+k)+x(n-k)) (227.24)
mit

fo = ho(0)

Tp = 2ho(m) fir me{l,...,(N-1)/2} . (227.25)

Das Spektralfenster W(jQ) ergibt sich aus (218.21) zu

W) = %’%l : (227.26)

A
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228 Implementierung linearer Filter

Zunichst werden rekursive und nichtrekursive digitale lineare Filter vergleichend gegen-
iibergestellt. Eine generelle Bevorzugung der einen oder anderen Art ist nicht moglich,
vielmehr weisen beide Formen Vor- und Nachteile auf, die im Einzelfall abzuwigen
sind. Ein Vorteil rekursiver Systeme liegt in der Nutzung analytischer Funktionen gemif
(224.4), die einen einfachen Entwurf mit relativ geringem Rechenaufwand ermoglichen.
Dies hat jedoch einen Verlust an Flexibilitdt zur Folge, da analytische Funktionen nur
fiir die Realisierung von Hoch- und TiefpaBfiltern existieren. Der Filtergrad rekursiver
Systeme kann zumeist wesentlich niedriger angesetzt werden als der nichtrekursiver
Systeme, was bereits aus dem Vergleich von (217.10) mit (217.14) deutlich wird. Wih-
rend nichtrekursive Systeme wegen (225.7) stets die Forderung (216.7) nach Stabilitiit
erfiillen, muf} bei rekursiven Systemen diese Eigenschaft nach Satz (221.18) gepriift wer-
den. Zur Berechnung der Polstellen kann der Schur-Cohn-Algorithmus verwendet wer-
den, der beispielsweise bei (Henrici 1974, S.494) beschrieben ist. Ein weiterer Vorteil
nichtrekursiver Systeme liegt in der Realisierung linearer Phasengiinge gemdf (225.8).
SchlieBlich ist noch die Realisierung von Elementarfiltern sowie die einfache Berech-
nung der Filterkoeffizienten bei Entwurfsaufgaben iiber eine Parameterschiitzung zu nen-
nen, wie dies am Beispiel 1 des Kapitels 227 vorgefiihrt wurde. Die Koeffizienten der
Frequenzantwort eines rekursiven Filters konnen nach (224.43) zwar ebenfalls iiber eine
Parameterschiitzung bestimmt werden, jedoch sind zur Festlegung geeigneter Niherungs-
werte fiir die Linearisierung aufwendige Iterationen notwendig (Schmidt 1993b). Als ein
Nachteil nichtrekursiver Filter ist die bei (225.27) und (225.41) auftretende Verschie-
bung des Eingangssignals zwischen die Berechnungsstellen des Ausgangssignals bei ge-
radzahligem N zu nennen. Als wichtiges Ergebnis ist festzustellen, daB nach (223.6) und
(225.21) sowohl rekursive als auch nichtrekursive Systeme mit Nullphase realisierbar
sind. Diese Systeme sind nichtkausal, sie kdnnen aber verwendet werden, wenn das Ein-
gangssignal x(n) fiir ne {0,%1,22, ...} vollstindig gegeben ist.

Die Implementierung rekursiver Filter kann nicht liber die diskrete Faltung erfolgen, da
die Impulsantwort (217.10) unendlich viele von Null verschiedene Werte aufweist. Viel-
mehr ist direkt von der Differenzengleichung (223.1) oder bei nullphasiger Filterung von
(223.13) und (223.15) auszugehen. ZweckmiBigerweise fithrt man dariiberhinaus die Fil-
terung in der Kaskadenform durch, wie das fiir den Zeit- und Frequenzbereich im Kapi-
tel 224 am Beispiel des Butterworthfilters vorgefiihrt wurde.

Die Implementierung nichtrekursiver Filter kann entweder im Zeitbereich oder im Fre-
quenzbereich erfolgen. Im ersten Fall 148t sich fiir das kausale Filter das Ausgangssignal
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y(n) unmittelbar aus der diskreten Faltung nach (225.3) mit (225.4) gewinnen, wobei N
Multiplikationen nétig sind. Diese reduzieren sich bei Ausnutzung der Symmetrie- und
Antisymmetriebedingungen der Filterkoeffizienten nach (225.11) oder (225.33). Ist N
zum Beispiel eine ungerade Zahl, so verbleiben im Fall der nullphasigen Filterung nach
(225.31) nur noch (N+1)/2 Multiplikationen.

Wenn eine kurze Rechenzeit gewiinscht wird, sollte bei einer langen Impulsantwort ge-
priift werden, die Filterung im Frequenzbereich vorzunehmen, da dann die schnelle
Fourier-Transformation angewendet werden kann, auf die im Kapitel 219 eingegangen
wurde. Der Ablauf der Filterung im Frequenzbereich, die man, wie bereits im Kapitel
218 erwiihnt, als schnelle Faltung bezeichnet, wird im folgenden beschrieben.

Gegeben sei das Signal

x(n) mit ne{0,...,M-1} (228.1)
und die Impulsantwort (225.4)

h(n) mit ne{0,...,N-1} (228.2)

eines kausalen Systems oder die Impulsantwort (225.29)
hy(n) mit ne{-(N-1)/2,...,(N-1)/2} (228.3)

eines nichtkausalen Systems bei ungeradzahligem N. Fiir die Anwendung der schnellen
Fourier-Transformation wird zuniichst mit (218.17) die ganzzahlige GriBe L

L =2¥2MN-1 mit ve{l,2,...} (228.4)
bestimmt, die die Bedingung (219.5) erfiillt. Aus (228.1) und (228.2) werden die Signale

- x(n) fiir ne{0,...,M-1}
x(n) = (228.5)
0 fir ne{M,...,L-1}
h(n) fiir ne{0,...,N-1}
R(n) = (228.6)
0 fir ne{N,...,L-1}
konstruiert. Mit der diskreten Fourier-Transformation (219.2) erhilt man weiter
L-1_ o
X(k) = I X(n)(W) (228.7)
n=0
L-1 Kn
Ak) = I h(n)(W) (228.8)
n=0

fiir ke {0, ...,L-1}. Multipliziert man diese Ergebnisse nach (218.18) miteinander, er-
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gibt sich
Y(k) = H(k)X(k) fiir ke(O,...,L-1} . (228.9)

SchlieBlich erhilt man iiber die inverse diskrete Fourier-Transformation (219.3) das ge-
filterte Ausgangssignal
1 Ll -kn
y(n) = C T Y(k) (W) fir ne{0,...,L-1} . (228.10)
k=0

Ist M in (228.1) eine sehr groBe Zahl, kann eine Zerlegung wie fiir (218.19) vorgenom-
men werden.

Im Fall der nichtkausalen Impulsantwort hi(n) aus (228.3) bildet man anstelle von
(228.6)

hy(n) fir ne{-(N-1)/2,...,(N-1)/2)
hy(n) = [ (228.11)
0 fir ne{(N+1)/2,...,L-1-(N-1)/2} .

Die Fourier-Transformation von h;(n) lautet dann
L-1-(N-1)/2 kn
Hik) = ) hy(n) (W)
n=-(N-1)/2
fiir ke {0, ...,L-1}. Substituiert man n = m-(N-1)/2 und m = n+(N-1)/2, folgt
L-1
Bi(k) = X B (m-(N-1)72) (W)@ (W) KN-D72 (228.12)
m=0

Mit (218.18) erhilt man dann

Y (k) = Hi(k)X(k) fiir ke{O,...,L-1)} (228.13)
und anstelle von (228.10) das gefilterte Signal
L-1

y(n) =%k):oYl(k)(WL)-lm fir ne{-(N-1)/2,...,L-1-(N-1)/2} . (228.14)
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23 Mehrdimensionale Signale und lineare Systeme

231 Signaldarstellung, Fourier-Reihe und Fourier-Transfor-
mation

Bei vielen Anwendungen werden nicht nur eindimensionale Signale, sondern auch mehr-
dimensionale Signale erzeugt und beobachtet. Registrieren beispielsweise verschiedene
Empfinger Satellitensignale, gewinnt man vierdimensionale Signale. Der Signalindex ist
dann, wie bereits zu Beginn des Kapitels 2 erwihnt, ein vierdimensionaler Vektor. Die
drei ersten Komponenten werden durch die drei riumlichen Koordinaten der Empfinger
und die vierte Komponente durch die Zeitpunkte der Registrierungen gebildet. In der di-
gitalen Bildverarbeitung werden iiberwiegend zweidimensionale Signale verarbeitet, auf
die ausfiihrlich im Kapitel 235 eingegangen wird.

Ein n-dimensionales kontinuierliches Signal wird durch

x(t) (231.1)
beschrieben, wobei der n-dimensionale Indexvektor

t=[t,ty,...,t,]' mit teR" (231.2)
Element der iiberabziéhlbaren Indexmenge T =R" ist. Ein n-dimensionales diskretes Si-
gnal wird durch

x(m) (231.3)
dargestellt. In diesem Fall ist der n-dimensionale Indexvektor

n=[n,ny...,ny]' mit ne I" oder me Ny° (231.4)

Element der abzihlbaren Indexmenge T = I" oder der abzihlbaren Indexmenge T = Np".
Es konnen auch n-dimensionale Signale vorliegen, bei denen fiir Komponenten t; des
Vektors t gelte t; € R. fiir Komponenten t; mit j # i jedoch t; € I. In diesem Fall stellt
das Signal eine Mischform aus einem kontinuierlichen und einem diskreten Signal dar.

Das kontinuierliche periodische Signal x,(t) ist als Verallgemeinerung von (212.3)
definiert durch

xp(t+Tk) = x,(t) ' (231.5)
mit k € 7" und T der nxn Periodizititsmatrix. Sie beinhaltet die periodische Struktur des

Signals in bezug auf das gewihlte t-Koordinatensystem. Ist das Signal beispielsweise in
den Richtungen der Achsen des t-Koordinatensystems periodisch, liegt also ein Signal
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mit rechtwinkliger achsenparalleler Periodizitit vor, ergibt sich die Matrix T als Diago-
nalmatrix
T = diag(T,T5,...,T,) . (231.6)

Mit T; sind die Perioden des Signals beziiglich der t ;-Achsen bezeichnet, aus denen sich
die Grundfrequenzen

mm:%’;‘ fir ie{l,....n) (231.7)

berechnen. Im folgenden wird stets von (231.6) ausgegangen. Aus (231.5) folgt dann mit
(231.6)

xp(t1+k Ty, tatkoTa, oo o btk Tn) = Xp(ty, ta, .., ty) = xp(1) . (231.8)
Firk, = ... =k, = 0 erhilt man
Xp(ti#k Ty, ta, ..o ty) = Xp(t) (231.9)

Fiir feste Werte von t,...,t, kann daher das Signal x,(t) nach (213.10) und (213.13)
in eine Fourier-Reihe entwickelt werden

Xp(1) = I Dy (tg,...,t)e 1001 (231.10)
kl-—..:..oo
mit
nlag) .
Dy, (tg,. . ty) = 92 [ xy(r)e tk1®ortigy, (231.11)
' U n/ g
- 1

Aus dieser Beziehung folgt nun wegen
xp(ty, tatkoTy, t3, ..., ty) = xp(8) (231.12)

daB Dy, (ta,...,ty,) fiir feste Werte t3, ..., t, beziglich t, periodisch ist und in eine
Fourier-Reihe entwickelt werden kann

Di,(tz,---2ty) = I Dy (ts, ..., 1,)elk2%212 (231.13)
ko=-00
mit
n/wgy r
D,y (L35 .- s L) = 702 { Dy, (ta, ..., to)e IK290242qy, (231.14)
-n/®p2

Fihrt man in dieser Weise fort, beriicksichtigt man also im n#chsten Schritt die Periodi-
zitdt von Dy, (t3,...,ty) in t3, so erhiilt man schlieBlich durch fortlaufende Substitu-
tion die n-dimensionale Fourier-Reihe im Fall der rechtwinkligen Periodizitit unter Be-
riicksichtigung von (231.6) und (231.7) zu
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o .
3 Dy. ...k e](k[00|l|+...+knmontn)
1 n

-00 kn=-oo

xp(t)

1]
ne-18

) ; |
Y D(k)edZ'T ¢ (231.15)

kl=-oa kn='°°

i}
™

mit
n/ o, n/ gy . 1l
D(k) = Dy,...p, = detT™! [ ... [ xp(t)e i T tgq (231.16)
-n/wg,  -nl/opy
Die n-dimensionale Fourierreihe wird zum n-dimensionalen Fourier-Integral verallgemei-
nert, indem die Perioden T; aus (231.6) bis ins Unendliche ausgedehnt werden. Wird die
zu (214.2) filhrende Vorgehensweise auf (231.15) und (231.16) angewandt, erhéilt man

x(6) = —— [... [ X(jmei® tdo (231.17)
Q27" - -w
mit
X(j@) = ... Tx(t)e'i“’"d: . (231.18)

Die nx1 Vektoren @, die die Kreisfrequenzen o, bis o, enthalten, spannen den n-dimen-
sionalen Frequenzraum auf. Wie schon in (231.16) sind auch in (231.17) und (231.18) n
Integrationen auszufiihren. Die Integrale (231.17) und (231.18) bilden die n-dimensiona-
le Fourier-Transformation, wobei (231.17) auch als inverse n-dimensionale Fourier-
Transformation bezeichnet wird. Analog zu (214.3) kann wieder die symbolische
Schreibweise

x(t) — X(jo) (231.19)

fiir die Fourier-Transformation geschrieben werden. Mit X(j®) ist das kontinuierliche
Amplitudenspektrum des kontinuierlichen aperiodischen Signals x(t) gegeben.

232 Abtastung kontinuierlicher Signale

Im Kapitel 215 wurde das diskrete eindimensionale Signal durch Abtastung des kontinu-
ierlichen eindimensionalen Signals erhalten, wobei t = kAt gesetzt wurde. Verallgemei-
nert man dieses Vorgehen auf den n-dimensionalen Fall, lassen sich zwischen den Index-
vektoren t € R" und k e 7" die linearen Beziechungen

t = Ak (232.1)
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aufstellen, worin
A= (a;) mit ie{l,...,n} (232.2)

die nxn Abtastmatrix bedeutet. Die Abtastung erfolgt in den Richtungen der n linear un-
abhéingigen Spaltenvektoren

a; = Atje; (232.3)

mit den Abtastintervallen At;. Die Einheitsvektoren e; bilden eine Basis im R" (Koch
1987, S.11). Handelt es sich hierbei um eine Orthonormalbasis, so spannen sie ein n-di-
mensionales kartesisches Koordinatensystem auf, das als s-Koordinatensystem bezeich-
net sei. Ein Ortsvektor s in diessm Koordinatensystem wird mittels der Drehmatrix D
durch

t =Ds (232.4)
in den Ortsvektor t des t-Koordinatensystems transformiert. Setzt man (232.1) mit
(232.4) gleich und 19st nach s auf, erhilt man

s = D7lAk = Vk

mitV=D1A= (v;) und ie{1,...,n}. Die Spaltenvektoren v; erhilt man also durch die
Transformation der Basisvektoren a; in das s-Koordinatensystem zu

v; = [0,...,0,At;,0,...,0]" , (232.5)

wobei die i-te Komponente von v; das Abtastintervall At; enthdlt. Mit (231.6) wurde
eine rechtwinklige achsenparallele Periodizitit vorausgesetzt. In gleicher Weise wird im
folgenden eine achsenparallele Abtastung unterstellt, so da D = I und A = V gilt. Wegen
(232.5) erhilt man also die Abtastmatrix A als Diagonalmatrix

A = diag(At,At,, ... ,Aty) . (232.6)

Ersetzt man unter diesen Voraussetzungen in (231.15) und (231.16) t durch @ sowie g;
durch At beziehungsweise in Matrizendarstellung 22T ! durch A und tauscht jeweils das
Vorzeichen der Exponentialfunktion, erhélt man analog zu (215.1) und (215.2)

L@ = 3 ... L x(®eik'Am (232.7)
kl='°° kn=-°0
mit
n/At n/Atg e
x(k) = SetA T Ty (Gmyel® Mg (232.8)

(27)" -miAt,  -m/At

Es ist nun zu untersuchen, in welchem Zusammenhang das Spektrum X (j@) des durch
Abtastung gewonnenen diskreten Signals x (k) mit dem Spektrum X(j@) des kontinuier-
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lichen Signals x(t) aus (231.18) steht. Zunichst ergibt sich aus (231.17) fiir t = Ak

- 1. | X(imei® g (232.9)

(2m)" -w -0

x(k) = x(t = Ak) =

mit A = A' wegen (232.6). Der n-dimensionale Frequenzraum wird in n-dimensionale
rechteckige Volumenelemente mit dem Rauminhalt (27)"/detA zerlegt. Es folgt dann
mit

(-m2n;m) /At < 03 < (m+2n7) /A (232.10)
firn; e Z und ie{1,...,n} aus (232.9)

L 0 (m+2n, 1) /At (m+2mm) /AL, cu
L 3 ... 3 N [ X(jo)el® Mg

x(k) = -
(27" ny=-w»  ny=-o (-me2ngm)/At,  (-m+2nw) /At

Hieraus erhilt man mit der Variablentransformation @; = Q;+2n;7/At; beziehungsweise
vektoriell = 0+27A™'n
1 © o n/ Aty n/At

T ... [ ... X(j@2mA'n))elk AR (i2nk 040
(2m)" ny=-e  mp=-w -n/At, -/t

x(k) =

und weiter mit der Substitution Q = @ sowie (212.9)

n/AL n/At o ) o,
x(k) = Seth "o dedt 3. I X(j(o2mA'n))eX Ao
(2”)11 -n/Aty -n/ Aty nj=-o Np=-0

Der Vergleich mit (232.8) liefert den Zusammenhang

Xp(j@) = detA™' I ... I X(j(er2mA'n)) (232.11)
nl-_'-w nn=-°°
als Verallgemeinerung von (215.4). Definiert man weiter U = 27A~!, erhilt man schlieB-
lich

00

Xp(jo) = detA”! T ... I X(j(e+lm)) . (232.12)
nl=-0° nn:.--oa

Diese Gleichung beschreibt den Zusammenhang zwischen dem Spektrum X(j@) des ab-
getasteten kontinuierlichen Signals x(t) und dem Spektrum X,(j®) des durch Abtastung
erhaltenen Signals x(k). Die Periodizitiit von Xp(j®) wird durch die Matrix U bestimmt
in Analogie zur Matrix T aus (231.5). Sie ergibt sich aufgrund von (232.6) als Diagonal-
matrix

U = diag(2n/Aty,2n/At,, ..., 2%/At,) (232.13)

und wird wie T als Periodizititsmatrix bezeichnet. Die Diagonalelemente stellen die Ab-
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tastkreisfrequenzen oder Abtastfrequenzen dar.

Das kontinuierliche Signa! x(t) wird nun als bandbegrenzt angenommen. Dabei seien
die Abtastintervalle At; so gewiihlt, da3 gilt

X(j@) = 0 fir |o;| 2 #/At; , ie{l,...,n} . (232.14)
Aufgrund von (232.13) ergibt sich dann aus (232.12)
Xp(jo) = detA™! X(j@) fir |o;| < w/At; . (232.15)

In diesem Fall reproduziert das Spektrum X (j®) des diskreten Signals das Spektrum
X(jo) des kontinuierlichen Signals x(t) bis auf den konstanten Faktor detA™!. Dies be-
deutet gleichzeitig, daB bei gegebenem Spektrum X,(j®) das Spektrum X(jo) des konti-
nuierlichen Signals berechnet werden kann

X(jo) = detA Xp(jo) . (232.16)
Setzt man zuerst diesen Ausdruck in (231.17) ein und anschliefend (232.7), erhilt man
unter Beriicksichtigung der Bandbegrenzung

detA n/At, n/Aty

x(t) = detA o | Xp(j@)el® tda
(2m)" -n/At,  -mlAty
/At nlAt); w il ‘o A
S 1T N B T BT R0 S Ll T
(27)" -mlAt,  -mlAty ky=-o  ky=-e
= ¥ ... ¥ x(Kf(t-Ak) , (232.17)
kl='°° kn=-oo
worin
n/At E/Atl .
f(t-Ak) =deth " @ (-4 (232.18)

2n)"° -n:lAtn. o /Aty
die Interpolationsfunktion bedeutet. Fiir sie 146t sich mit (215.11) weiter schreiben

n/At;

n
f(t-Ak) n %7(‘1 in)i(li"f“iki)dmi

-n/At,

sin[(@/At;) (t;-Atk:)]
,']1 TR (LA - (232.19)

Durch (232.17) mit (232.19) kann also aus dem diskreten Signal x(k) das kontinuierli-
che Signal x(t) wiedergewonnen werden. Dies ist jedoch nur unter den folgenden Vor-
aussetzungen moglich. Bezeichnet man im n-dimensionalen Frequenzraum die hichsten
Frequenzen des kontinuierlichen Signals mit @, fiir ie{1,...,n}, so miissen die Abtast-
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frequenzen 27/At ; wegen (232.14) die Bedingungen

2n/At; > 204 (232.20)
oder die Abtastintervalle die Ungleichungen At; < a/w;, erfiillen. Fiihrt man analog zu
(215.8) die Nyquist-Frequenzen ;y ein, ergibt sich

0N = T/AL; > 05y - (232.21)
Aufgrund von (232.13) wird die Matrix U/2 auch als Nyquist-Frequenzmatrix bezeich-

net. Die Bedingungen (232.20) zusammen mit der Interpolationsformel (232.17) bilden
das n-dimensionale Abtasttheorem.

Das n-dimensionale Abtasttheorem behandelt die Abtastung der Abszissen n-dimensiona-
ler Signale. Fiir die Isoliniendarstellung insbesondere zweidimensionaler Signale bendtigt
man die Ordinatenabtastung, deren Regeln bei (Meier und Borkowski 1993) untersucht
werden.

233 Lineare Systeme

Ein kontinuierliches System iiberfiihrt ein Eingangssignal x(t) in ein Ausgangssignal
y(t)

y(t) = ¢[x(t)] (233.1)

vermittels des Transformationsoperators ¢. Das System ist linear, falls mit den Konstan-
ten a, fiir ke(1,...,K} das Superpositionsprinzip

K K K
Ol X apxi ()] = T agdlx(t)] = X apyx(t) (233.2)
k=1 k=1 k=1
erfiillt wird. Das System ist auBerdem verschiebungsinvariant, wenn fiir beliebige Vekto-
ren t,
y(t-11) = ¢p[x(t-1)] (233.3)
zutrifft.

Analog zu (211.5) ist die n-dimensionale Deltafunktion 8(t) aufgrund ihrer Ausblend-
eigenschaft definiert, so daB sich das Eingangssignal x(t) in der Form

a]o. .. T x(7)8(t-1)dT = x(t) (233.4)

schreiben 14Bt. Als Impulsantwort h(t) bezeichnet man die Reaktion des Systems auf
die Deltafunktion als Eingangssignal
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h(t) = ¢[6(t)] . (233.5)
Aus (233.1) folgt dann mit (233.4) und (233.5)
y(t) = ¢[x(t)] = [... [ x(D(6(t-v)ldt = [... [ x(Dh(t-D)dT .
{(233.6)

Der rechte Ausdruck entspricht der n-dimensionalen Faltung. Analog zu (216.5) 148t sich
also schreiben

y(t) = x(t) * h(t)

= t'jo }o x(©h(t-t)dT = T T h(o)x(t-7)dT . (233.7)

Ein diskretes System iiberfiihrt ein diskretes Eingangssignal x(m) in ein diskretes Aus-
gangssignal y(n). Ist das System wieder linear und verschiebungsinvariant, erhilt man
anstelle von (233.7) die diskrete n-dimensionale Faltung

y(n) = x(n) * h(m)
= E § x(k)h(n-k) = E E h(k)x(n-k) . (233.8)
ki=-o  kp=-% kj=-=  kp=-»

Hierin bedeutet

h(n) = ¢[d(m)] (233.9)

wieder die Impulsantwort als Reaktion des diskreten Systems auf den n-dimensionalen
Einheitsimpuls

1 fir n=0
d(m) = (233.10)
0 sonst

als Eingangssignal. Das System ist stabil, falls die Bedingung

[

S .. 3 [h(E)| <o (233.11)

-08 kn='°°

kg

gilt. Sie bewirkt, daB ein beschriinktes Eingangssignal ein beschriinktes Ausgangssignal
erzeugt. Vielfach wird die Kausalitit des Systems durch

h(n) = 0 fiir alle n ¢ Ny° (233.12)

definiert. Diese strenge Form der Kausalitit 146t sich allerdings modifizieren, beispiels-
weise durch
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h(n) = 0 fiir alle n ¢ {n;=0, nyeMp,...,neMg} U {neN, nael,...,nell} .
(233.13)

In diesem Fall ist das System nur beziiglich n; streng kausal. Von Bedeutung ist dieser
Ansatz immer dann, wenn n; mit der Zeit identifiziert wird.

Analog zu (216.9) werden wieder die normierten Frequenzen ; = w;At; fiir
ie{l,...,n} eingefiihrt. Sie seien im nx1 Vektor  zusammengefaBt, fiir den wegen
(232.6) @ = Ao gilt. Aus (232.7) und (232.8) folgt dann mit der Funktionaldeterminante
det = detA™! (Koch 1987, S.83) die Fourier-Reihe

XG®) = I ... T x(k)e k' (233.14)
k1=.m kn=.eo
mit
1T T ke
x(k) = o f... f X(o)el % . (233.15)
T - -

Als Eingangssignal x(n) des Systems diene die komplexe n-dimensionale Schwingung

x(n) = ®'9 (233.16)
Das Ausgangssignal y(mn) folgt dann aus (233.8) zu
ym) = I ... I h(el®0'0, (233.17)
kl.-.-co kn=-oo
Definiert man die Frequenzantwort des Systems durch
HGO) = % ... I hgel®0, (233.18)
k‘=-00 kn=-oo

ergibt sich aus (233.17) mit (233.16)
y(m) = H(j@)e' D . (233.19)

Die Darstellung (233.18) entspricht der Fourier-Reihe (233.14). Die Impulsantwort h(k)
kann daher nach (233.15) aus der Frequenzantwort berechnet werden

D U 2 TN 1Y
h(k) = [... ] HG@e® %0 . (233.20)
2" -z -n

Bedeutsam fiir die Filterung digitaler Signale sind die linearen verschicbungsinvarianten
Systeme, die durch die Differenzengleichung
K

1 Kn Ly Lp
Y... Ya(k)y(n-k) = X ... Ib(D)x(n-1) (233.21)
kj=0  kp=0 1520 1,20



101

definiert sind, worin a(k) und b(1) reelle konstante Koeffizienten bedeuten. Lost man
diese Gleichung fiir a(0) # 0 nach y(m) auf, erhilt man

1 Ll Ln Kl Kl\
y(n) = a0y [ ... Tb(Dx(n-1) - X ... ¥a(k)y(n-k)] . (233.22)
11=0

l I'l=0 k l =0 kn=0
k#0

Das Ausgangssignal wird also rekursiv aus dem Eingangssignal berechnet.

234 z-Transformation, Systemfunktion und diskrete Fourier-
Transformation

Die n-dimensionale z-Transformation X(z) eines n-dimensionalen Signals x (k) ist defi-
niert durch
= v v -k} -Kn
X(z)y = Y ... ¥ x(k)z; l...zg7 ", (234.1)
kl=-ao

kp=-

worin z ein nx1 Vektor komplexer Variablen z; mit ie{1,...,n} bedeutet. Bildet man
die z-Transformation der Faltung (233.8), erhilt man

Y(z)y= ¥ ... % y(k)zl'kl...zn'kn
k1=-n¢ kn:..ea
= I T I X ... % x(Dhk-D]z, ¥, .z, Ko
ki=-e ky=-00 1 =-00 ly=-
= 3 T x(D[ I ... ¥ hk-1yz, K10 | 5 -&nlndy
|l=-oo ]n=-oo kl=-oo knz-m
zl'll...z,,'l“

und weiter mit k-1=p

Y(z) = X(2)H(z) , (234.2)
wobei
Hiz) = % ... I hp)z;Pl...z,Pn (234.3)
P1=-%  Pp=-%

als n-dimensionale Systemfunktion bezeichnet wird. Fiir z; = e/ geht (234.3) in die
Frequenzantwort (233.18) iiber.

Es wird nun die Systemfunktion fiir ein System abgeleitet, das durch die Differenzen-
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gleichung (233.21) charakterisiert ist. Bildet man dazu ihre z-Transformation, erhélt man

E E gl %na(k)y(n-k)zl'(“l'kl),“Zn'("n-kn)

n=-©  np=-o k=0 k=0
2K g, K
00 ] Ll Ln ) ) )
= ¥ ... Y Y...Yb(Dx(@-Dz @ 5 -@aln)
ny=-e Np=-0 11=0 ]n=0
Zl.ll. .Zn-ln

und weiter mit (234.1)

Kl Kn -k -k Ll Ln -1 -1
[ 2... Ya(k)zy L..z, ™Y(z) =[ 2 ... 2b(D)zy L.z, ?1X(z) .
k1=0  ky=0 11=0 1,=0
(234.4)

Vergleicht man dieses Ergebnis mit (234.2), erhdlt man die Systemfunktion H(z) wegen

Ll Ln . - Kl ’ Kn - -
Hiz) = ( Z... IbMz 'z 7 (3., Ta)z ™ .. 2,k
1120 1,=0 ki=0  ko=0
(234.5)
als Verhiltnis von Polynomen in zl'l. . .zn'l. Sie soll nun in der Form (234.3) darge-
stellt werden. Durch fortlaufende Substitution der linken Seite von (233.22) fiir y(n-k)
auf der rechten Seite von (233.22) erhiilt man das Ausgangssignal in der Form

y(n) = X ... X h(k)x(n-k) . (234.6)
k=0 kp=0
Nach (233.8) und (233.12) ist dies eine n-dimensionale Faltung mit streng kausaler Im-
pulsantwort. Anstelle von (234.5) 14Bt sich daher nach (234.3) auch schreiben

00 -]
H(z) = X ... Thip)zyPl...z, P . (234.7)
P1=0  py=0
Die Impulsantwort ergibt sich also als Funktion der Koeffizienten a(k) und b(l), wie
der Vergleich mit (234.5) zeigt. Aufgrund ihrer unendlichen Linge werden die n-dimen-
sionalen rekursiven Filter analog zu (217.10) als n-dimensionale Filter mit unendlicher
Impulsantwort bezeichnet.

Die Gleichungen (234.5) bis (234.7) gelten fiir die rekursive Filterung. Im Falle der
nichtrekursiven Filterung lautet (233.22) mit a(0) # O und a(k) =0 firk =0

L

La
y(m) = Zl... Y (b(1)/a(0))x(m-1) . (234.8)
11=0 1,=0
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Substituiert man hierin
h(1) = b(1)/a(0) , (234.9)

erhiilt man nach (233.8) die Faltung des Eingangssignals x(n) mit der Impulsantwort
h(n). Nichtrekursive Systeme sind also durch eine Impulsantwort endlicher Linge cha-
rakterisiert, weswegen sie analog zu (217.14) auch n-dimensionale Filter mit endlicher
Impulsantwort genannt werden. Thre Systemfunktion ergibt sich aus (234.3) zu

L Lp -1 1
Hz) = %... % h(l)zy M.z, . (234.10)
11=0  1,=0

In Analogie zur diskreten eindimensionalen Fourier-Transformation ergibt sich die dis-
krete n-dimensionale Fourier-Transformation zu

x(n) = - klgo :on(k) I 28K /N +kgDg/Np)
= detN"! klél.. ::g:))((k)ejz"“"rl“ (234.11)
mit
X(k) = :li:)...:ni;x(n)e'jhk'rln (234.12)
1= =
fiir

ki,n; € {0,...,N;-1} und i€ {I,...,n},

wobei (234.11) entsprechend (218.10) wieder als inverse diskrete n-dimensionale Fou-
rier-Transformation bezeichnet wird. Die nxn Diagonalmatrix N ist definiert durch

N = diag(Ny,....N,) . (234.13)

Bestiitigen lassen sich (234.11) und (234.12) dadurch, daB sie auf n diskrete eindimensio-
nale Fourier-Transformationen (218.10) und (218.11) zuriickgefiihrt werden kdnnen. An-
stelle von (234.12) kann geschrieben werden

Ni{-1 . Njp-1 Np-1 .
X(k) = % e iBKmMNy T e ri2nlona/or. . tkata/Na)y (934 14)
ny=0 np=0 n,=0
Fiir einen festen Wert n; ist der Ausdruck in Klammem eine (n-1)-dimensionale Fou-
rier-Transformation. Fiihrt man also
Np-1

Ny-1 .
2(n, kg, ... kg) = ... % x(n)eiZn(kama/Nat...+kony/Nn) (234.15)
ny=0 ny=0
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ein, erhilt man aus (234.14) die eindimensionale Fourier-Transformation

X(k) = N'ilz(n,,kz, o kg)e I ZRkmN (234.16)
n;=0

Wird nun (234.15) analog zu (234.14) aufgespalten, resultieren eine (n-2)-dimensionale
Fourier-Transformation und eine weitere eindimensionale Fourier-Transformation ent-
sprechend (234.15) und (234.16). Fihrt man in dieser Weise fort, erhidlt man schlieBlich
anstelle der diskreten n-dimensionalen Fourier-Transformation n eindimensionale diskre-
te Fourier-Transformationen. Entsprechend 148t sich die inverse diskrete n-dimensionale
Fourier-Transformation (234.11) in n eindimensionale inverse diskrete Fourier-Transfor-
mationen iiberfiihren. Die im Kapitel 219 behandelten schnellen Fourier-Transformatio-
nen sind daher auch auf (234.11) und (234.12) anwendbar.

Gemessen am Rechenaufwand kann es giinstiger sein, anstelle der Faltung (233.8) die
Fourier-Transformationen des Eingangssignals und der Impulsantwort nach (234.12) zu
bilden, die Fourier-Transformationen zu multiplizieren und anschliefend das Ergebnis
der inversen Fourier-Transformation (234.11) zu unterziehen. Zur Herleitung dieser Zu-
sammenhinge fiir ein nach (233.12) streng kausales System seien das Eingangssignal

x(m) #0 fir 0 < n; < M;-1 (234.17)
und die Impulsantwort

h(n) # 0 fir 0 < n; < K;-1 (234.18)
gegeben. Das Ausgangssignal y(n) erhilt man aus (233.8) zu

Mi-1  Mp-1
y(m) = X ... X x(k)h(n-k) (234.19)
ki=0 ku=0
fiir
0 £ n; £N;-1 mit N;-1 = M;+K;-2 . (234.20)

Die Gleichung (234.19) wird als lineare Faltung bezeichnet. Fiir k; gilt in (234.19) ma-
ximal k; = M;-1 und fiir n;-k; maximal n;-k; = K;-1 nach (234.18). Somit ergibt sich
fiir n; ein Maximalwert von n; = M;+K;-2.

Bildet man die diskrete Fourier-Transformation von (234.19) nach (234.12), folgt

Np-1  Np-1 L
Y& = 3 ... % y(nyei2k'N'n
n=0 n,=0
Niz1  Np-1 M-1 Mp-1 o
! 5 (e 1) e i2 Nlp

ni=0 n,=0 1,=0 1,=0
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M s S M b et N @D ek N
1 l=0 1n=0 nl=0 nn=0
HK)X(K) . (234.21)

Das Ausgangssignal y(n) ergibt sich dann aus (234.11) zu

y(n) = detN"! M S el N (234.22)
ki=0  k,=0

Diese Vorgehensweise, die als schnelle Faltung bezeichnet wird, stellt die Alternative
zur linearen Faltung (234.19) dar. Im Einzelfall ist zu entscheiden, welche Art der Be-
rechnung vorzuziehen ist. Ist das Eingangssignal im Vergleich zur Impulsantwort sehr
lang, kann es analog zur eindimensionalen Darstellung nach (218.19) wieder in Bereiche
zerlegt werden. Die Bereiche sind dann unter Beriicksichtigung von Uberlappungen zu
transformieren.

235 Zweidimensionale Signale

Bei vielen Anwendungen, beispielsweise in der digitalen Bildverarbeitung, liegen Signa-
le in einer Ebene vor. Im folgenden werden daher die wichtigsten Ergebnisse aus den
Kapiteln 231 bis 234 fiir den zweidimensionalen Fall, also n = 2 zusammengestellt.

Ein zweidimensionales kontinuierliches Signal ist nach (231.1) mit t = [t;, t5] ' durch

x(t) = x(ty,ty) (235.1)
gegeben. Im Fall einer achsenparallelen Abtastung erhilt man mit der Abtastmatrix

A= [ A0 | = diagcans.an (235.2)
aus (232.6) das zweidimensionale diskrete Signal x (k) = x( t=Ak) oder mit k = [k,k;] "
= [m,n]"

x(k) = x(m,n) = x(t;=mAt;, t,=nAt,) (235.3)
aus (231.3).

Die zweidimensionale Fourier-Transformation und die inverse zweidimensionale Fou-
rier-Transformation sind nach (231.17) und (231.18) mit @ = [w,®;] ' durch

[ -]

x(ty,ty) = ﬁ [ ] X(og,joy)ed @112t ay do, (235.4)

und
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XGo.jop) = | f x(ty,tp) 3 @100022q qq, (235.5)
gegeben. Das Spektrum des durch Abtastung gewonnenen diskreten Signals x(k,1) aus
(235.3) erhilt man mit (232.7) unter Beriicksichtigung von (235.2) zu

00 00

Xo(Go,joy) = I 3 x(k,1)e i (atiortlatan) (235.6)

k=00 | =~00
Die inverse Transformation lautet nach (232.8)

x(k,1) = Atidty “f“z “}M 'x,,( joy, jog)ed KBNOrHAL) 4y g (235.7)
47% -ty -x/AL
Wird das aus (232.20) folgende zweidimensionale Abtasttheorem erfiillt, reproduziert
das Spektrum X,(j@;,j@,) nach (232.16) das Spektrum X(j®,, j@;) bis auf den Faktor
detA = At At,. In diesem Fall kann aus dem diskreten Signal x(k,1) vermittels der In-
terpolationsfunktion (232.19) das kontinuierliche Signal x(ty, t3) nach (232.17) wieder-
gewonnen werden.

Ein kontinuierliches System iiberfiihrt ein Eingangssignal x(t,t;) durch die Transfor-
mationsgleichung (233.1)

y(t1,tz2) = ¢ix(ty,t3)] (235.8)

in das Ausgangssignal y(t,,t;). Wird das System als linear und verschiebungsinvariant
angenommen, ist nach (233.7) die Transformation (235.8) durch die zweidimensionale
Faltung

0

y(ti,t2) = x(ty,ta) * h(ty,t2) = [ [ h(7,02)x(t;-7),t2-12)dT1dT;
(235.9)

gegeben. Liegt ein diskretes Eingangssignal x(m,n) vor, erhilt man fiir ein lineares und
verschiebungsinvariantes diskretes System die diskrete zweidimensionale Faltung nach
(233.8)

00

y(m,n) = x(m,n) * h(m,n) = ¥ I h(k,1)x(m-k,n-1) . (235.10)
k=-0 |=-0
Die Impulsantwort h(k,1) beschreibt das diskrete System vollstindig. Sie ist nach
(233.9) die Reaktion des Systems auf den zweidimensionalen Einheitsimpuls

1 fir k=1=20
d(k,1) = (235.11)
0 sonst
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als Eingangssignal. Das System ist stabil, wenn die Bedingung

] -]

I I |hk,1)| <ee (235.12)

k=-0 ]l=-0
gilt. Die strenge Form der Kausalitdt liegt nach (233.12) im Fall

h(k,1) =0 fir k<O undloder 1 <0 (235.13)
vor. Bei verschiedenen Anwendungen wird auch von der Definition

h(k,1) =0 fiir allek und 1 <0 sowic k<O und 1 =0 (235.14)

Gebrauch gemacht. Sie entspricht der weniger strengen Form der Kausalitit aus (233.13)
fir n; = 1 und n, = k. Die Abbildung 235-1 verdeutlicht den Vorgang der Faltung
(235.10) unter Beriicksichtigung von (235.13) und (235.14). Das m, n-Koordinatensystem
ist derart orientiert, daB die positive m-Achse nach unten weist und die positive n-Achse
nach rechts zeigt. Berechnet wird das Ausgangssignal (x) an der Stelle m =m; und n =
n, jeweils aus den Eingangssignalwerten () des unterlegten Bereichs, links im Fall der
strengen Kausalitit nach (235.13) und rechts fiir die weniger strenge Form nach
(235.14).

(my.ny)

m m

a) b)
Abb. 235-1: a) streng kausale Faltung nach (235.13), b) kausale Faltung nach (235.14)

Ist die Impulsantwort h(k,1) gegeben und will man die Frequenzantwort H(j@) =
H(jQ;,jRy) mit Q; = ®;At; berechnen, ist nach (233.18) vorzugehen

o0

H(GQL.i0) = I I h(k,1)e K+l (235.15)

k=-0 ]|=-0
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Liegt andererseits die Frequenzantwort H(jQy, jQ;) vor, so erhilt man aus der zweifa-
chen Integration in (233.20) die Impulsantwort
o= .
h(k,1) = an [ f H(iR, jy)ed (19240 dq, . (235.16)
4

-n -

Beispiel 1: Gegeben sei das ideale zirkulare Tiefpafifilter mit der Frequenzantwort

1 fiir le + sz =02< ﬂmz
H(j%,jQ;) = (235.17)
' 0 fir 0,2<0? <2 .

Wegen H(jQ,,jQ,) = H(jQ) ist diese Frequenzantwort rotationssymmetrisch. Die Im-
pulsantwort berechnet sich aus (235.16) nach Einfiihrung der Polarkoordinaten
0= (Q,240,2)2 und ¢ = arctan(9,/9,)

zu

T

0, 2
h(m,n) = —= " [ @ exp(j(nQ+nQ;))dg d2 . (235.18)
a0 0

Mit den Definitionen q = (m*n?)!/2

Q,/8 der Zusammenhang

q0 cochl:osQ =1 .

Erweitert man den Exponent in (235.18) um diesen Ausdruck, erhiilt man unter Anwen-
dung des Additionstheorems

und tanf = n/m folgt wegen cosf = m/q und cosg =

n
Q exp(jqQ cosB cosg (li%%f))dtp dQ

m

h(m,n) =

|-
O
Ot

n

L 4" 10 exp(jgf cos(g-6))dp do

P

1]
S
O
O N

O
0

gﬂu—-

Mit der Variablentransformation x = gf} folgt schlieBlich
h(mny = <= [PxIomdx = 9 3,4(q00) 235.19
(m,n -rnngxox X-:",‘ﬁn‘]m- (235.19)

Hierin bedeuten Jo(x) und J;(x) die Besselfunktionen erster Art der Ordnung Null und
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der Ordnung Eins (Stumpf und Schuler 1973, S.488). Eine graphische Darstellung der
Impulsantwort (235.19) ist bei (Dudgeon und Mersereau 1984, S.31) zu finden. A

Bildet man die z-Transformation der Faltung (235.10), erhilt man aus (234.2) und
(2343) mit z = [z,25] '

Y(zy,22) = H(z),22)X(2y,27) , (235.20)
wobeli
X(z1,22) = T I x(k,1)z;7¥z;! (235.21)
k=-% l=-
Y(z,23) = £ ¥ y(k, 1)z, %z (235.22)
k=-co l:-oo

die z-Transformationen des Eingangssignals x(k,1) und des Ausgangssignals y(k,1)
und
H(z1,2) = £ I h(k,1)z;7%z,7! (235.23)
k=-00 |=-00

die zweidimensionale Systemfunktion bedeuten.

Wird die n-dimensionale Differenzengleichung (233.21) fiir n = 2 aufgestellt, erhilt man
mit a(k) = ay; und b(1) =bp,
K L P Q
Y I agy(m-k,n-1) = I X bpgx(m-p,n-q) . (235.24)
k=0 1=0 p=0 q=0

Hieraus ergibt sich mit agg # 0 die rekursive Filtergleichung

P Q K L
ymn) = —— [ I Ibyx(mpnq - I Iagymkn1)], (235.25)
300 "0 =0 k=0 1=0

(k,1)#(0,0)
die nach (234.6) in die Form
y(m,n) = X h(k,1)x(m-k,n-1) (235.26)
k=0 1=0

umgeschrieben werden kann. Die zugehdrige Systemfunktion H(z;,z;) erhdlt man aus
(235.23) zu

H(z),23) = I I h(k,1)z;¥z;! (235.27)
k=0 1=0

oder aus (234.5) zu
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P K
Hizz) = (I zb.,qzl a1 (33 amze) (235.28)
p=0 g=0 k=0 1=0

Mit ay, =0 fiir (k,1) # (0,0) geht (235.25) iiber in die nichtrekursive Filtergleichung
y(m,n) = Z E (bpq/aoo)X(m p.n-q) (235.29)
p=0 g=0
mit der Impulsantwort nach (234.9)
h(p,q) = bpg/agp - (235.30)
Ihre Systemfunktion H(z,,z;) berechnet sich aus (234.10) zu

P Q
H(z;,zp) = ¥ I h(p.q)z;Pz;9 . (235.31)
p=0 q=0

Die diskrete zweidimensionale Fourier-Transformation erhilt man aus (234.11) und
(234.12) zu

x(m,n) = N-N; 2 ): X(k, 1)ed 2r(kn/Ni+in/Ny) (235.32)
k=0 1=0
mit
Ni-1 Nj-1 .
X(k,1) = 20 Zox(m,n)e"z"""“’”'*'“’"z) (235.33)
n= n=

fiir
k,me{0,...,N-1} und 1,ne{0,...,Ny-1} .

Die Transformation (235.32) wird auch als inverse diskrete zweidimensionale Fourier-
Transformation bezeichnet.

Fiir das Eingangssignal x(m,n) und die Impulsantwort h(m,n) eines nach (235.13)
streng kausalen Systems gelte

x(m,n) 20 fir 0 <m<M-1 und 0<n < M-1 (235.34)
h(m,n) # 0 fir 0 <m<K;-1 und 0 <n<Kp-1 . (235.35)
Das Ausgangssignal y(m,n) folgt aus der linearen Faltung (234.19)
Mp-1 Ma-1

Z x(k,1)h(m-k,n-1) (235.36)

Y(mon) = Z
k=0 1=0

flr0<m<N;-1und 0 <n<Ny-1mit Ni-1 =M4K, -2 und Np-1 = Ma+K,-2.
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Als Alternative zur linearen Faltung bietet sich die schnelle Faltung nach (234.21) und
(234.22) an. Bildet man die diskrete Fourier-Transformation von (235.36), erhilt man
nach (234.21)

Y(k,1) = H(k,1)X(k,1) (235.37)
mit X(k,1) aus (235.33) und nach (234.22) das Ausgangssignal

Nyp-1 Np-1 )
z E Y(k, l)CJZTE(lﬂH/N1+lD/N2) . (235.38)
=0

_ 1
y(m,n) = N o 1%

Hiermit sind die Grundlagen fiir die zweidimensionale Filterung gewonnen.
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24 Zweidimensionale digitale Filter
241 Allgemeine Definitionen und Eigenschaften

Bei vielen Anwendungen, beispielsweise in der digitalen Bildverarbeitung, sind zweidi-
mensionale Signale zu analysieren. Im folgenden werden daher die zweidimensionalen
digitalen linearen Filter behandelt. Die Grundlagen der mehrdimensionalen Filterung
sind bei (Dudgeon und Mersereau 1984; Schmidt 1993a) erlidutert.

Zur Beschreibung zweidimensionaler linearer digitaler Filter geht man von der Differen-
zengleichung (235.24) aus, die mit den Substitutionen gy) = ay)/agp und dyq = bpg/ago

lautet
P Q
Z Z gay(m-k,n-1) = ¥ dpqx(m p,n-q) . (241.1)
k=0 1=0 p=0 g=0

Entsprechend folgt die Systemfunktion H(z,,z,) aus (235.28)

H(zy,z3) = ( Z Edpqzl Pzy7%) / (E ]2 gz ¥z7h) (241.2)
q._

Ldst man (241.1) nach y(m,n) auf, erhiilt man wegen ggo = |

K L
y(m,n) = Z Z dpqx(m p,n-q) - ¥ I ggqy(m-k,n-1) . (241.3)
p=0 g=0 k=0 1=0
(k,1)#(0,0)

Nach (235.26) 148t sich fiir y(m,n) auch schreiben

y(m,n) = 2 Z h{k,1)x(m-k,n-1) . (241.4)
k=0 1=0

Die Impulsantwort h(k,1) unterliegt also der Bedingung (235.13) der strengen Kausali-
tit
h(k,1) =0 fir k <0 undloder 1 <0, (241.5)

weswegen (241.3) die Definitionsgleichung eines kausalen linearen digitalen Filters dar-
stellt. Da (241.5) gleichbedeutend ist mit

h(k,1) #0 fir k20 und 120, (241.6)

bezeichnet man (241.3) auch als Filterung in Richtung des ersten Quadranten (Cappel-
lini et al. 1978, S.28). Hierfiir sind Anfangswerte notwendig, wie Abbildung 241-1 fiir
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m,n 2 0 sowie P = K und Q = L zeigt. Vielfach wird x(m,n) = y(m,n) =0 fiir m < 0 und /
oder n < 0 gewihlt.

m

Abb. 241-1: Anfangswerte der kausalen Filterung

Setzt man in (241.1) P = K sowie Q = L und 16st nach y(m-K,n) auf, erhdlt man mit
gko#0

K L K L
ym-Kn) = - [I X dpgx(m-p,n-q) - ¥ I gyiy(m-k,n-1)] .
ko p=0 g=0 k=0 1=0

(k, #(K,0)
Substituiert man r = m-K und m = r4K, ergibt sich weiter

K L K L
y(r.n) = El_ [I 3 dpgx(r+K-p,n-q) - T I gyy(r+K-k,n-1)]
KO p=0 ¢=0 k=0 1=0
(k, 1)#(K,0)

und schlieBlich mit u = K-p, p = K-u, v =K-k und k = K-v sowie dg_y,q/8ko = auq und
8k-v.1/BK0 = Bv1

K L K L
y(r,n) = ¥ X dygx(r+u,n-q) - ¥ I gyiy(r+v,n-1) . (241.7)
u=0 g=0 v=0 1=0
(v, 1)#(0,0)

Dies ist die Filtergleichung eines wegen (235.13) nichtkausalen linearen digitalen Filters.
Schreibt man nimlich (241.7) in der Form (235.10), erhélt man
0

y(r,n) = X Eh(k,l)x(r-k,n-l) (241.8)
k=-0 1=0
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und fiir die Impulsantwort h(k,1) die Bedingung

#0 fir k<0 und 120
h(k,1) (241.9)

=0 sonst .

Man bezeichnet (241.7) daher auch als Filterung in Richtung des zweiten Quadranten.
Die Systemfunktion ist durch (241.2) gegeben. Stellt man sie durch die Koeffizienten
dpq und gy dar, erhilt man

H(z,2z2) = (z za paz1Pz279) / (2 nglzl zh) . (241.10)
p=0 gq=0 k=0 1

Analog zu der Vorgehensweise, die auf (241.7) fiihrt, kann man (241.1) auch nach
y(m-K,n-L) auflésen

K L K L
y(m-K,n-L) = gL (2 I dx(mpa-g) - I X gay(mk,n-D)] -
KL p=0 =0 k=0 1=0

(k.l)¢(K L)

Substituiert man r = m-K, m = r+K, s =n-L und n = s+L erhilt man

K L K L
y(r,8) = = [ 3 3 dpx(r4k-p,stl-q) - I 3 gry(rek-k,sel-1)] .
BKL "po0 =0 k=0 1=0
(k, D#(K,L)
Setzt man weiterhin noch t = K-p, p=K-t, u=L-q, q=L-u, v=K-k, k=K-v, w=

L-1 und 1 = L-w und fiihrt die Koeffizienten dx_ 1 _,/gkL = d,, SOWie gg_y L w/8KL =
évw ein, ergibt sich

K L. K L_
y(r,s) = L XL dyx(r+t,s+u) - L T guy(r+v,s+w) . (241.11)
t=0 u=0 v=0 w=0
(v,w)#(0,0)
Dies entspricht einer Filterung in Richtung des dritten Quadranten, denn fiir y(r,s)
kann auch geschrieben werden

0 0
y(r,s) = ¥ Y h(k,1)x(r-k,s-1) . (241.12)

k=-0 ]=-00

Fiir die Impulsantwort h(k,1) gilt also die Bedingung

#0 fir k<0 und 1 <0
h(k,1) (241.13)

= (0 sonst .

Die Systemfunktion (241.2) lautet mit den Koeffizienten c__ipq und Ekl
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H(z1,23) = ( 2 E dpqz1P2y9) / (): Z gklzl kz,1) . (241.14)
0 g=0
Lost man schlieBlich noch (241.1) nach y(m,n-L) auf, substituiert s = n-L und n = L+s,
erhilt man

K L K L
y(m,s) = L [Z Idpgx(m-p,s+l-q) - I X gry(m-k,s+L-1)] .
BoL 1o g=0 k=0 1=0

(k, D#(0,L)

Setzt man dann u = L-q, g =L-u, v=L-1 und | = L-v, ergibt sich mit den Koeffizien-
ten dpy = dp 1o/ goL uNd gky = 8i,L-v/ 8oL Mit

K L K L
y(m,s) = L X dpx(m-p,s+u) - T I gry(m-k,s+v) (241.15)
p=0 u=0 k=0 v=0
(k,v)#(0,0)

die Filterung in Richtung des vierten Quadranten, denn man kann auch schreiben

00

0
y(m,s) = ¥ X h(k,1)x(m-k,s-1) . (241.16)
k=0 l=-

Fiir die Impulsantwort gilt demnach

#0 fir k20 und 1 £0
h(k,1) (241.17)

=0 sonst .

AuBlerdem erhilt man die Systemfunktion (241.2) mit den Koeffizienten dyq und gy zu

H(zy,22) = ( Z Z apqzl Pzy%) / (Z nglzl 2") . (241.18)
p=0 g=0
Mit (241.7), (241.11) und (241.15) werden nichtkausale Filtergleichungen erhalten. Wih-
rend im eindimensionalen Fall die Kausalitit fiir die Echtzeitverarbeitung wichtig ist,
spielt sie im zweidimensionalen Fall, beispielsweise in der digitalen Bildverarbeitung,
eine untergeordnete Rolle. Ein digitales Bild liegt némlich im allgemeinen bereits vor
der Filterung vollstindig abgespeichert vor.

Werden P zweidimensionale Teilfilter mit den Teilsystemfunktionen H,(z;,z;) mit
pe{l,...,P} und P > 1 hintereinandergeschaltet, besitzt das Gesamtfilter mit der Sy-
stemfunktion

P

H(z1,22) = 11 Hy(z1,2)) (241.19)
p=1
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die Kaskadenstruktur analog zu (221.16). Die Impulsantwort h(m,n) ergibt sich analog
zu (235.10) und (235.20) aus der Faltung der P Teilimpulsantworten hy(m,n)

h(m,n) = hy(m,n) * hy(m,n) * ... * hp(m,n) . (241.20)

Bei Parallelschaltung der P Teilfilter erhilt man die Systemfunktion des Gesamtfilters
entsprechend (221.17) aus

P
H(Zlvzz) = E Hp(zlvzz) . (241-21)
p=1
Es wird nun die Stabilititseigenschaft eines zweidimensionalen digitalen Filters betrach-
tet. Der folgende Satz, der auch unter der Bezeichnung Theorem von Shanks (Wahl
1980, S.10) bekannt ist, beschriinkt sich auf streng kausale Systeme.

Satz: Ein nach (241.5) streng kausales lineares digitales Filter ist genau dann stabil,
wenn es kein Wertepaar (z;,z;) mit |z;| > 1 und gleichzeitig |z,| 2 1 gibt, fiir das der
Nenner der Systemfunktion (241.2) verschwindet. (241.22)

Beweis: Nach (235.27) und (235.28) gilt fiir die Systemfunktion (241.2) mit z; = r;e}%i
fiir ie{1,2} und |z;| = r;

I I h(k, 1)z, 7z,
k=0 1=0

H(Zl !ZZ)

kEO lZoh(k,1)r1“‘r2“e'j (+107) (241.23)

Die Bedingung fiir die Konvergenz von H(z,,z,) lautet analog zu (221.20)
0 o0
[H(z1,22)| € £ I |h(k, 1) ¥rp7!| < oo (241.24)
k=0 1=0
Nimmt man an, da der Nenner in (241.2) ungleich Null ist, dann ist fiir ry; > 1 und

rz 2 1 die Bedingung (241.24) erfiillt und liefert fiir r; = r = 1 die Stabilititsforderung
(235.12). Setzt man andererseits die Stabilitit nach (235.12) voraus, erhilt man wegen

|2 IhkD| s I I |hk1)]| <o
k=0 1=0 k=0 1=0
mdmitr;2lundry21

|2 ZhkDr ™! < |2 Ihk1)| <o
n=0 l=0 k=0 1=0
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die Konvergenzbedingung (241.24), so daB der Nenner in (241.2) von Null verschieden
ist. o

Die Stabilititspriifung erweist sich allerdmgs als wenig praktikabel, denn es ist zum Bei-
spiel fiir alle komplexen Zahlen z; = rze’ 2 mit ry 2 1 zu untersuchen, ob eine kom-
plexe Zahl z; = r,e’n' mit r; 2 1 existiert, die den Nenner von (241.2) zu Null werden
148t

K L .
T T ggr Ky le IR _
k=0 1=0

Sollte dies der Fall sein, ist das Filter instabil. Neben einer vereinfachten Form des vor-
gestellten Theorems von Shanks, das von Huang abgeleitet wurde, existieren weitere Sta-
bilititstheoreme, die beispielsweise bei (Dudgeon und Mersereau 1984, S.191) behandelt
werden.

Soll aus der z-Transformation
Yi(z1,22) = Hi(z1,22)X(2y,22) (241.25)

die z-Transformation X(z;,z;) zuriickgewonnen werden, benftigt man analog zu
(221.26) die Systemfunktion der inversen Filterung oder Dekonvolution

Hy(zy,25) = (Hi(z1,22))7" (241.26)
denn aus (241.19) folgt
H(zy,z3) = Hi(z1,22)H2(21,22) = 1 . (241.27)

Um nach (241.22) zu iiberpriifen, ob Hy(z;,z;) die Systemfunktion eines stabilen und
streng kausalen Systems darstellt, ist also der Zihler von H(z,,z,) auf seine Nullstellen
zu untersuchen.

Ein System bezeichnet man als separierbar, wenn fiir seine Systemfunktion H(z,,z;)
gilt
H(z1.2z2) = Hy(z)Ha(z2) . (241.28)

Dann 148t sich aus zwei eindimensionalen Systemfunktionen mittels der Kaskadenstruk-
tur (241.19) eine zweidimensionale Systemfunktion bilden.

Analog zu (221.30) gilt fiir die komplexe Systemfunktion H(z,,2;) mit z; = el fiir
ie{1,2} die Darstellung
H(jQy,j02) = A(R.0p)el*@1f2) (241.29)

mit der Amplitude
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A©Q1.02) = [H(jQ1,j0)| = (H(jQ j2)H*(j0y, j22)) "2 (241.30)
und der Phase

$(Q;,82;) = arctan(Im(H(jQ;,jQ))/Re(H(j2,,jQ,)) . (241.31)
Von besonderer Bedeutung sind digitale Filter mit linearer Phase

0(01,02) = Q) + ol + 3, (241.32)

wobei o1, @, und o3 beliebige reelle Koeffizienten bedeuten. Setzt man (241.29) mit
(241.32) in (235.16) ein, erhilt man

T n .
) = - [ [ A,y e (menQimraizi) 49 49 (241.33)
4 -n -n
Wie im Kapitel 221 werden im folgenden fiir diese Impulsantwort vier verschiedene Fil-
le behandelt, wobei fiir die Koeffizienten a,, &, und a; bestimmte Annahmen getroffen
werden. Fiir

a) o, beliebig, o, beliebig und a3=0 (241.34)
erhilt man, da h(m,n) eine reelle Funktion ist, mit (212.8) aus (241.33)

T 7
h(mn) = - [ | AQ1.0y) cos((ma)R+(n+)0y) d0,d0, (241.35)
am? -n -n
Substituiert man hierin m@; =k, m=k-0), nta; = 1 und n = 1-a,, folgt wegen
1 T R
h(k-a,,l-az) = Z;Z- I I A(Q],Qz) COS(k.Ql'l-le) dQld.Qz (24136)
-K -

die Symmetriebedingung
h(k-0y,1-2) = h(-k-a;,-1-03) . (241.37)

Der Symmetriepunkt liegt also bei (-, -a,). Fiir

b) 1=y =03=0 (241.38)
erhilt man wegen

®(Q,,9;) =0 (241.39)
nach (241.32) aus (241.29) die reelle Frequenzantwort

H(j®,jQ2) = A(Q1,Q,) (241.40)
des nullphasigen Filters. Aus (241.35) ergibt sich die Impulsantwort
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Ton
h(k,1) = 1 | | A(Q,Q;) cos(k+1Q3) d,dQ; = h(-k,-1) . (241.41)
4 -; -n
Im Fall
¢) o beliebig, o beliebig und o3 =nx/2 (241.42)

erhilt man aus (241.33) wegen cos(x+a/2) = -sinx

h(m,n) = - 7} ? A(Ql,Qz) sin((m+a|)§2|+(n+a2)92) dgldﬂz (24143)
=% -n

1
4ar?
und mit den Substitutionen m+a; =k, m=k-a;, n+o; =1 sowien=1-0y

b1 (4
h(k-01,1-00) = - —= | [ A(@,Qy) sin(kQ;+10;) d2,dQ, . (241.44)
-T -}

Die Impulsantwort ist antisymmetrisch beziiglich des Punktes (-¢;,-a;). SchlieBlich
wird noch der Fall '

d) 0;=0p=0 und o3=n/2 (241.45)
untersucht. Es ergibt sich mit

0(Q,9y) = #/2 (241.46)
aus (241.32) die wegen (212.8) imaginire Frequenzantwort

H(j1,j02) = jA(Q,,0) . (241.47)
Die Impulsantwort erhilt man aus (241.43) zu

n
h(k,1) = - L ? | A(©1,9;) sin(kQ+1Qy) d@,dQ; = -h(-k,-1) , (241.48)
A -n -m

sie ist antisymmetrisch.
Ein System, das die Symmetriebedingung (241.41)
h(k,1) = h(-k,-1) (241.49)

erfiillt, wird als zweiquadrantensymmetrisch bezeichnet. Die Bedingung fiihrt fiir die
Amplitude A(Q,,Q,) auf den Zusammenhang

A(Q,Q5) = A(-Qy,-0y) . (241.50)
Gilt zusétzlich
A(Q1,92) = A(-01,00) (241.51)
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erhiilt man aus (241.41) fiir die Impulsantwort
h(k,1) = h(-k,1) = h(k,-1) = h(-k,-1) . (241.52)

In diesem Fall spricht man von einem vierguadrantensymmetrischen System. Weiterhin
bezeichnet man ein System, das auch noch

A(Q1,9:) = A(Q2,Q)) (241.53)
erfiillt, als oktagonal.

Mit (235.17) wurde eine rotationssymmetrische Frequenzantwort definiert, deren Ampli-
tude sich wegen

A(Q,0;) = A(Q) mit 9% = 0,% + Q,? (241.54)

isotrop, also richtungsunabhingig, verhilt. Wie man aus (235.27) fiir z; = % mit

ie{1,2} erkennt, sind fiir ein diskretes k, 1-Gitter rotationssymmetrische Frequenzant-
worten streng nicht realisierbar, da sich der Exponent k; + 10, als Linearkombination
und nicht als Quadratsumme von ; und Q, ergibt. Es sind jedoch geeignete Approxima-
tionen, beispielsweise durch oktagonale Systeme moglich.

Wie fiir den eindimensionalen Fall im Kapitel 222 beschrieben, kann auch fiir den zwei-
dimensionalen Fall eine Entwurfsaufgabe formuliert werden.

Gegeben sei die zweidimensionale Idealfunktion

f(xy,x2) . (241.55)
Gesucht ist dann die zweidimensionale Realfunktion

fo(x1,x2) (241.56)
unter Beriicksichtigung der Modellparametermenge

M. (241.57)

Im zweidimensionalen Fall wird das zu realisierende Filter (241.1) durch die Filterkoef-
fizienten dpq mit pe{0,...,P} und ge{0,...,Q} sowie gy mit ke{0,... K} und
le{0,...,L} fiir (k,1) # (0,0) wegen ggo = 1 charakterisiert. Fat man sie mit
(K+1) (L+1) + (P+1)(Q+1)-1 = u im ux1 Vektor

ﬁ = [doo,dlo'dzo, e ,dpo,dol, PP ,dPl, P ,dw, PRI ,dPQ,
£10-8205 - - - »8K0>801+ - -+ BKi»----80Ls----8kL]" (241.58)
zusammen, lautet die Realfunktion (241.56)

fo(x1,x2) = fo(xy1,%x2.0) . (241.59)
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Die Approximationsfehlerfunktion e(x;,x;) berechnet sich aus
e(x1.x2) = fo(x1,x2,B) - f(x1.x3) . (241.60)

In Abbildung 222-1 wurden frequenzselektive eindimensionale Filter veranschaulicht.
Entsprechende zweidimensionale Filter sind beispielsweise bei (Gonzales und Woods
1992, S.202) dargestellt.

Die Losung der Entwurfsaufgabe besteht also in der Bestimmung des Parametervektors f
aus (241.58). Es existieren eine Reihe von Verfahren sowohl fiir rekursive als auch fiir
nichtrekursive Filter. In den Kapiteln 243 und 246 werden einige einfache Methoden
vorgestellt.

242 Definition und Eigenschaften zweidimensionaler rekursi-
ver Filter

In Analogie zum eindimensionalen Fall wird in der Definitionsgleichung (241.3) des
streng kausalen linearen digitalen Filters die erste Doppelsumme auf der rechten Seite
als nichtrekursiver Anteil und die zweite Doppelsumme als rekursiver Anteil bezeichnet.
Man nennt also

P Q K L
y(mn) = I 3 dpgx(m-p,n-q) - I I gay(m-k,n-1) (242.1)
p=0 q=0 k=0 1=0
(k,1)#(0,0)
mit
gk1 # 0 fir mindestens ein 1
gL # O fiir mindestens ein k (242.2)

die Filtergleichung eines zweidimensionalen streng kausalen rekursiven linearen digita-
len Filters vom Grad max{K,L}. Dieses Filter bewirkt, wie bereits im Zusammenhang
mit (241.6) erwihnt, eine Filterung in Richtung des ersten Quadranten. Beispiele fiir Fil-
tergleichungen zweidimensionaler nichtkausaler rekursiver linearer digitaler Filter vom
Grad max{K,L} in den Richtungen des zweiten, dritten und vierten Quadranten sind mit
(241.7), (241.11) und (241.15) gegeben.

Nach (241.4), (241.8), (241.12) und (241.16) werden rekursive Filter durch eine unend-
lich lange Impulsantwort h(k,1) charakterisiert. Da die von Null verschiedenen Werte
jeweils nur auf einen Quadranten beschriinkt sind, konnen die Symmetriebedingungen
(241.37) und (241.41) sowie die Antisymmetriebedingungen (241.44) und (241.48) von
den bislang vorgestellten rekursiven Filtern nicht erfiillt werden. Linearphasige rekursive
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Filter in Richtung des i-ten Quadranten mit ie{1,2,3,4} sind demnach nicht realisier-
bar.

Mit der Kaskadenstruktur (241.19) lassen sich jedoch nullphasige rekursive Filter kon-
struieren, deren reelle Frequenzantwort nach (241.40) lautet

H(j®,j%) = A(Q,0,) . (242.3)

Bezeichnet man die Frequenzantwort eines Filters in Richtung des ersten Quadranten mit
H: (i, j0,) folgt mit

H3(jQ1,j02) = Hi(-jQ;,-jQ) (242.4)

die Frequenzantwort eines Filters in Richtung des dritten Quadranten, wie ein Vergleich
von (241.2) mit (241.14) zeigt. Wegen

H3(jQ,jR2) = H*(jQ4, ) (242.5)
erhiilt man nach (241.30) eine reelle Frequenzantwort
H(j1,jQ2) = Hi(j01,jQ2)H3(30y, 1)
= A(Q,87) = 2(9,,9)/N(Q1,2,). (242.6)

Die Frequenzantwort H, (jQ,,jQ;) des kausalen Filters in Richtung des ersten Quadran-
ten ergibt sich aus (241.2) fiir z; = el®i mit ie{1,2} sowieP=Kund Q=L zu

K L .
Hy(j91,j9) = (): ):d eI Pty 4 5y g e Iy 0g) 9)
p=0 gq=0 k=0 1=0
Wegen (242.4) lautet daher H3(jQ,, jQ;)
Ha(00.j) = (I 3 dpqe! PA192)y 4 ( ST eel M) (047 g
p=0 g=0 k=0 1=0
Vergleicht man diesen Ausdruck mit (241.14), erhilt man fiir die Filterkoeffizienten
apq = dpq und Ekl = Bk - » (242.9)
Die Filtergleichungen des mit (242.6) definierten nullphasigen Systems sind also durch

(2413) firP=Kund Q=L

K L K L
yi(mn) = ¥ I dpyo(m-p,n-q) - I I gayi(m-k,n-1) (242.10)
p=0 g=0 k=0 1=0
(k,1)#(0,0)

sowie durch (241.11) unter Beriicksichtigung von (242.9) gegeben
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K L
y3(m,n) = 2 Zd pY1(mp,n+q) - T I g ys(mik,n+l) . (242.11)
p=0 g=0 k=0 1=0
(k,1)#(0,0)
Hierin bedeuten
Yo(m,n) = x(m,n) (242.12)

das Eingangssignal, y;(m,n) das Ausgangssignal des Filters in Richtung des ersten Qua-
dranten und

y3(m,n) = y(m,n) (242.13)
das Ausgangssignal des Filters in Richtung des dritten Quadranten.

Wird im Frequenzbereich gefiltert, sind nach (242.6) die Frequenzantworten (242.7) und
(242.8) miteinander zu multiplizieren. Dies geschieht im folgenden, um fiir die Fre-
quenzantwort H(jQ,,jQ,) einen einfachen Ausdruck zu erhalten. Betrachtet man zu-
niichst den Zdhler Z(Q,,Q,), folgt

Z(leQZ)

K L . K L .
(1 3 dpge Py (] 3 gyl K410,
p=0 ¢=0 k=0 1=0
K L K L R
I3 3 3 dpgde) (RGN
p=0 q=0 k=0 1=0

und mit den Substitutionen p-k = m sowie q-1 =n
K L -j (mQq+nQy)
Z(Q,0) = I I ape T2 (242.14)

m=-K n=-L

wobei sich die Koeffizienten ag, aus

K XK L L

=¥ I I ZIdpgdg = aq,-n (242.15)
p=0 k=0 q=0 1=0
p-k=m  g-l=n

berechnen. Beriicksichtigt man dieses Symmetrieverhalten in (242.14), erhiilt man mit
(212.11)

L K L
Z2(2,,9;) = agg + 2 Y agy cosnfdy + 2 Y T ay, cos(mQ+nQd,) . (242.16)
n=1 n=1 n=-L

Auf gleiche Weise erhilt man fiir den Nenner N(Q,,Q,) in (242.6)

N@L) = (3 3 gpae 1PN (T 5 gy oI GO1¥10D))
p=0 ¢=0 k=0 1=0



124

L K L
= boo + 2 2 bOn cosnﬂz + 2 2 2 bmn COS(le'ngz) (242.17)
n=1 m=1 n=-L
mit den Koeffizienten
K K L L
bon = Y X X X EBpqBkl = b—m,-—n . (242.18)
p=0 k=0 q=0 1=0
p-k=n  q-l=n

Zihler und Nenner lassen sich noch kompakter schreiben, was fiir den Zihler gezeigt
wird. Definiert man

agg = agp
2a,, fir me{0,...,K}, ne{-L,...,L} und (m,n) # (0,0) ,

agn

erhilt man anstelle von (242.16)
L K L _
Z(9,9;) = Y ap, cosny + ¥ Y ay, cos(m;+nQ,) (242.19)
n=0 m=1 n=-L

und eine entsprechende Gleichung fiir N(Q;,Q;). Die reelle Frequenzantwort ergibt sich
dann nach (242.6). Fiir sie gilt

A(Q,Q7) = A(-2y,-27) , (242.20)

sie ist also nach (241.50) zweiquadrantensymmetrisch. Definiert man zusitzlich zu
(242.4) die Frequenzantworten

H2(jQ1,j02) = Hy(-jQy, ;) (242.21)
und

Ha(jQ1,j%) = Hi(jQ,-jQ;) (242.22)
so erhilt man wegen

Ha(j21,j92) = Hp*(jQy,j0) (242.23)
iiber die Kaskadenstruktur (241.19)

H(j1,jR2) = Ha(jQ1, j02)Ha(jQ1,j00)
A(Q1,Q5) = Z(021,9) IN(Q;,Q,) (242.24)

eine weitere reelle Frequenzantwort und somit eine nullphasige Filterung. Wegen
(241.10) ist Hy(jQ,, jQ,) die Frequenzantwort eines Filters in Richtung des zweiten Qua-
dranten. Sie ergibt sich mit (242.21) aus (242.7) zu
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K L . K L .
Hy(jQ1,§@2) = (3 X dped P98y 4 (3 3 g, ed 192y (242.25)
p=0 q=0 k=0 1=0

SchlieBlich lautet H4(jQ;,jQ,), also nach (241.18) die Frequenzantwort eines Filters in
Richtung des vierten Quadranten

K L . K L .
He(j01,305) = (I I dpge PRy 4 (3§ g, e 10192y (243 26)
p=0 q=0 k=0 1=0

Multipliziert man nach (242.24) die Frequenzantwort (242.25) mit (242.26), erhilt man
fiir den Zihler analog zu (242.16)

L K L
Z(Q;,Q;) = agg + 2 L agy cosny + 2% ¥ ag, cos(md;-nQ;) (242.27)
n=1 m=1 n=-L
und fiir den Nenner entsprechend (242.17)
L K L
N(Q,,05) = bgo + 2 X bon cosnQ, + 2 I X bpy cos(m;-nQ,) . (242.28)
n=1 m=1 n=-L
Die Frequenzantwort H(j&;, jQ,) ist also wieder wegen
AQ,-Q2) = A(-2,,Q) (242.29)

zweiquadrantensymmetrisch. Die Filtergleichungen sind durch (241.7) und (241.15) ge-
geben, wenn man

apq = apq = dpq und Ekl = ék] = 8k (242.30)
substituiert.
Mit (242.6) und (242.24) wurden zwei reelle Frequenzantworten abgeleitet und somit
zwei nullphasige zweiquadrantensymmetrische Filter entwickelt. Vielfach ist es er-
wiinscht, rotationssymmetrische Frequenzantworten zu nutzen, die wie im Zusammen-
hang mit (241.54) erwihnt, streng nicht zu realisieren sind. Eine erste Approximation
erhiilt man iiber ein vierquadrantensymmetrisches Filter. Ein solches Filter 148t sich mit

den Frequenzantworten Hy(jQ;,jQ;) mit ke{l,...,4} aus (242.7), (242.25), (242.8)
und (242.26) iiber

4
H(j.jQ) = ank(le i) = AQ,02) = Z(Q;,07) /N(Qy.0Q)) (242.31)
k=
ableiten. Berechnet man zunichst wieder den Zihler, ergibt sich

K L ; K L .
Z(0,0,) = ( I 3 dpqe Py ¥ ¥ g, oI PR-at))
p1=0 q;=0 P2=0 q2=0
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K L . K L .
(Y Tdpg el (p3f1|+0302))( 3 Edpq eJ (9401-0492))
343 494
p3=0 q3=0 p4=0 q4=0

1.3 3.3
= I... cev Y dp g,dp g,dpq,d
191 P292 P393 P4 94
p1=0 p4=0 q1=0 qq=0

e J (PL-P2-P3+P4)Q1+(q1+02-03-94)02)

Substituiert man hierin m = py-p,-p3+p4 und n = q;+q2-q3-qy, erhélt man

2K 2L .
2(9,.9;) = sz ):zime"(‘““‘*""z’ (242.32)
M=- n=-

mit den Koeffizienten

K K L L
an = E e X z v Z dPledP2Q2dPJQ3dPAQ4
P1=0  ps=0 q3;=0 qq=0
P1-P2-P3tP4=0 q(+q2-q3-q4=n

ann = 4y,-n = Ap,-n - (242.33)

Beriicksichtigt man dieses symmetrische Verhalten in (242.32), ergibt sich mit (212.11)

2K 2L
Z(Ql.Qz) = agg + 2 ) ano COSMQ[ +2% aopn cosn{y
n=1 n=1

2k 2L
+4Y Y ay, cosmd; cosnf, . (242.34)

m=1 n=1

Wird auf die gleiche Weise der Nenner N(Q,,0,) in (242.31) berechnet, folgt

2K 2L
N(Ql,Qz) = bgy + 2 ) me cosmﬂl +2%) bon COSHQz
m=1 n=1
2K 2L
+43Y Y by, cosmQ; cosnf, (242.35)
m=1 n=1
mit den Koeffizienten
K K L L
b= L... % L ... T 8pq,8pr028p50:8p40s - (242.36)

P1=0  ps=0 q;=0 q4=0
P1-P2-P3tP4=0 q1+q32-q3-q4=n

Mit den Definitionen
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ago/boo, bgo = 1

2ap0/bgo, byp

500
2bgo/bgo fiir me(1,...,2K}
2bg,/bgp fiir ne{1,...,2L}

Ao

agy = 2a9n/bgo. Don

apn = 4agn/bgo, by = 4bga/bgo fiir me{1,...,2K} und nefl,...,2L} (242.37)

148t sich schlieBlich die nullphasige Frequenzantwort H(jQ,,jQ;) aus (242.31) in der
kompakten Form

2Kk 2L 2k 2L
H(j%,jQ) = ( )2 I apq cospl; cosqly)/ ( 2 2: Bk, coskQ; coslQ,) (242.38)
0 q=0

schreiben. Sie ist wegen
A(Q1,Q;) = A(-Q1,Q;) = A(-2;,-0;) = A(Q),-Q;) (242.39)
nach (241.50) und (241.51) vierquadrantensymmetrisch.

Fiir die Filterung selbst geht man auf die Kaskadenstruktur (241.19) zuriick. Bezeichnet
man das Eingangssignal des ersten Filters mit der Frequenzantwort H,(jQ,,jQ,) aus
(242.7) nach (242.12) mit x(m,n) = yo(m,n), ergibt sich das Ausgangssignal mit y(m,n)
=y(m,n) gemiB (242.10) zu

K L K L
yi(mn) = I X dpgyo(m-p,n-q) - ¥ I guyi(m-k,n-1) .
p=0 q=0 k=0 1=0
(k, 1)#(0,0)

Dieses Ausgangssignal dient als Eingangssignal des zweiten Filters mit der Frequenzant-
wort Hy(jQ1,jQ,) aus (242.25). Man erhiilt dann weiter an den Ausgiingen der verblei-
benden Filter gemiB (241.7), (241.11) und (241.15)

K L

ya(m,n) = EO L dpqyl(“H'p n-q) - Z 2 8le2(m+k n-1)
p=0 q=0
(k l)¢(0 0)
y3(m,n) = 20 Zodpqh(mp n4q) - Z Egu)’:a(m'*k n+l)
4=
(k l)#(O 0)
K L K L
ya(mn) = ¥ I dpgys(m-p,n+q) - L I gays(m-k,n+l) | (242.40)
p=0 g=0 k=0 1=0
(k, 1)#(0,0)

wobei y(m,n) = y4(m,n) das Ausgangssignal des nullphasigen Gesamtfilters bedeutet,
zu dessen Berechnung also vier Durchldufe mit unterschiedlichen Rekursionsrichtungen
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notwendig sind.

Es wird nun eine Frequenzantwort H(jQ,, jQ;) betrachtet, die nach (241.28) separierbar
ist

H(jQ1,jQ) = Hi(jQH2(iQ) . (242.41)

Setzt man hierin beispielsweise die nullphasige Frequenzantwort H(jQ) aus (223.22) ein-
mal fiir & = &, und zum anderen fiir { = Q, ein, erhilt man

z

N N
( X apcospy)( I aqcosqlsy) % apqcospl cosql,
. pe0 g=0 =0 q=0
( X bycosk®;)( X bjcosl®y) I I by coskQ coslQ,
k=0 1=0 k=0 1=0

=T 1=

(242.42)
mit den Koeffizienten

qu = Epiq und Bkl = Ekﬁl . (24243)

Dieses Ergebnis ist formal mit (242.38) identisch, so daB also eine vierquadrantensym-
metrische Frequenzantwort vorliegt, fiir die (242.39) gilt. Wegen (241.53) ist sie zudem
oktagonal. Die Filterung lduft analog zu (242.40) mit (223.13) und (223.15) in vier
Schritten ab

N N

yi(m,n) = X diyo(m-r,n) - I gey (m-k,n)
r=0 k=1
N N

y2(m,n) = X d;y;(mr,n) - I gyyo(m+k,n)
r=0 k=1

fiir alle n und

N N

ya(m,n) = X d,ys(m,n-r) - I geys(m,n-k)
r=0 k=1
N N

Y4(mvn) = Eodr)'3(m,n+r) = E gky4(m,n+k) (24244)
r=l k=1

fiir alle m. Im Gegensatz zu (242.40) verlaufen in (242.44) die Rekursionsrichtungen par-
allel zu den Achsen des m,n-Koordinatensystems,
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243 Entwurf zweidimensionaler rekursiver Filter

Es wird nun die am Ende des Kapitels 241 formulierte Entwurfsaufgabe auf rekursive
Filter angewendet. Die Aufgabe besteht in der Bestimmung der Filterkoeffizienten dq
und gy, die nach (241.58) in dem Vektor B zusammengefaBt sind. Eine einfache Losung
erhilt man, falls die Frequenzantwort des zu entwickelnden Filters als separierbar vor-
ausgesetzt wird. In diesem Fall wird die zweidimensionale Problemstellung auf zwei ein-
dimensionale zuriickgefithrt. Demonstriert wird diese Vorgehensweise im folgenden am
Beispiel des zweidimensionalen Butterworthfilters. AnschlieBend wird das allgemein an-
wendbare Verfahren der Parameterschitzung im linearen Modell vorgestellt, wobei als
Realfunktion die vierquadrantensymmetrische Frequenzantwort aus (242.38) gewiihlt
wird. Weitere Verfahren werden beispielsweise bei (Wahl 1980, S.20) und (Dudgeon
und Mersereau 1984, S.218) behandelt.

Ausgangspunkt der folgenden Betrachtungen ist die separierbare Frequenzantwort
H(jQ;, jQ2) aus (242.41). Definiert man

Hi(G®) = [Hi(ja1? (243.1)
und
Ha(j%) = |Hi(j@)|? (243.2)
mit
Hi(G2) %= (1 + M)—n fir ie{1,2}) (243.3)
tan?9(Q./2)

aus (224.4), so folgt aus (242.41) die reelle Frequenzantwort
H(jQ1,§02) = [Hi(G2)|* [Hi(j22) |2 . (243.4)

Mit ihr kann nun die folgende Entwurfsaufgabe formuliert werden, die einen rechtecki-
gen DurchlaBbereich vorsieht.

Gegeben sei die Idealfunktion f(x;,x3) = H(jQ,,jQ) = A(Q;,9,) des idealen zweidi-
mensionalen TiefpalBfilters, fiir die gelten soll

DurchlaBbereich: A(Q;,2;) =1
fir 0<|®)] <0, und 0 < |Q;] <O,

Sperrbereich: A(R,22) =0
fir 0, < |Q] <7 undloder Q< |Q;] £ 7
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sowie die im Zusammenhang mit (224.5) eingefiihrte Modellparametermenge M.

Gesucht ist die Realfunktion fo(x1,x2) = Ho(jf1,jQ) = Ae(Q;,95) = |H,(jO)]?
[H1(jQ2) | % aus (243.4), fiir die gelten soll

DurchlaBbereich: le < Ao(ﬂl,ﬂz) < dng
fir 0< Iﬂ[l < QD und 0 < IQQI < QD

Sperrbereich: d51 < Ao(ﬂ],ﬂz) < dsz
fir Qs < |Q)| €7 undloder Q5 < |Q] S 7

Ubergangsbereich:  dgy < Ag(2;,2;) < dp;
fir Qp < |9;] <05 undloder Op < |Qg] € Qs . (243.5)

Mit (224.27) lautet die Realfunktion
qlz . -
Ao(Q1,0;) = Ao(21)Ap(Rp) = RHIHOk(JQhJQz) (243.6)

mit den Frequenzantworten

Hok(jQ1,j92) = Hoe(iQ)Hoe(§92) = Ag(Q1)A0k(Q2) = Ag(Qy,Q) . (243.7)

Wird hierin der Ausdruck (224.33) einmal mit 2 = §; und ein weiteres Mal mit Q = Q,
eingesetzt, folgt nach (242.42)

2 2
I I apgcospicosql;
Hoi(j01,i02) = Age(01,8y) = 290 (243.8)
I I bpucosm cosnf,
=0 n=0
mit den Koeffizienten aus (242.43)
quk = -a-pkz—‘qk und Brnnk = Bmk.';uk . (243.9)

Nach (242.42) ist dies fiir N = 2 die oktagonale Frequenzantwort eines zweidimensiona-
len rekursiven Filters, dessen Filtergleichungen durch (242.44) gegeben sind. Die Real-
funktion des zweidimensionalen Butterworthfilters und seine Filtergleichungen erhilt
man mit (243.6) durch die Hintereinanderschaltung der q/2 Teilfilter.

Beispiel 1: Gegeben sei die in Abbildung 243-1 dargestellte Idealfunktion f(x;,x;) =
H(jQ, jQ) = A(Q;,87) mit

Durchlaibereich: A(Q,;,Q;) =1
fir 0< |Q] €£Q, und 0 < |Q,| <9,
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A(Q,Q) =0

.
.

Sperrbereich

fir Q, < |2 £ 7 undloder Q< |Q;]| <7

und die Modellparametermenge mit den Spezifikationen

dD2=1;QD=0,275;Qs=0,475.

dp; = 0,8 ;

dsz = 0,1975 ;

.
>

=0

ds:

= Ao(91,9;) gemiB (243.4).

Ho(jf1,jQ2)

Gesucht ist die Realfunktion fq(x;,x;)

Idealfunktion A(Q,,Q;)

. 243-1

Abb

Is 1 aus Kapitel 224 erhdlt man die Koeffizienten

(243.9), die in den 3x3 Matrizen A, und B; zusammengefallt werden. So lautet A

.

eispie

Mit den Ergebnissen des B

] . 1073 .

0,608
0,811
0,203

2,432
3,243
0,811

1,824
2,432
0,608

|
|

|

ap21
a2
a221

ap11
a1
az11

4001
aio
a201

Die Matrix B, ergibt sich zu

A|=

} |

-1,220 0,333
1,487 -0,406
-0,406 0,111

1
= | -1,220
0,333

bo21
bi2;
B221

bo11
Elll
E211

B201

BOOI
B101

|

B1=
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Die gesuchte Realfunktion berechnet sich aus (243.8) zu

| g 1

inq 1cospQ;cosql,

Ao(Qy,0,) = B4

[ e 13

by11coskQ;cos1Q,

(R a N T e B

k=0 1

und ist in Abbildung 243-2 veranschaulicht. Weiter ergeben sich die Filtergleichungen
nach (242.44) mit N = 2 und den Filterkoeffizienten d;; und g;, fiir ie{0,1,2} aus
(224.35). Da q = 2 in (243.6) gilt, ist jeweils nur eine Vorwiirts- und Riickwiirtsfilterung
entlang der m- und n-Achse erforderlich. A

-
o

TN I |

o
o
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(

o
e

o
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X

()
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/)
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Abb. 243-2: Realfunktion Ag(Q;,Q;)

Allgemein lassen sich die unbekannten Filterkoeffizienten, die nach (241.58) im Vektor
P zusammengefaBt sind, aus einer Parameterschétzung ermitteln (Schmidt 1993a). Wihlt
man beispielsweise als Idealfunktion (241.55) das Amplitudenspektrum A(Q;,Q,), erhilt
man aus (241.60) mit x; = Q, und x, = Qy die Approximationsfehlerfunktion

e(@1,92) = Ag(Q),02,8) - A(Q),) . (243.10)

Als Realfunktion Ag(Q;,Q,,8) soll die Frequenzantwort (242.38) des vierquadranten-
symmetrischen nullphasigen rekursiven Filters dienen. Man faBt also die Koeffizienten
apq und by aus (242.38) mit 2(2K+1) (2L+1)-1 = u im ux1 Vektor



133

B = [ap0.210,---+82K,008015--- 32K, 15+ +>30,2L5- - - 182K, 2L

b1os---.b2k,0.D01, - »D2K, 102D, 205 - -1 D2k, 2] (243.11)

zusammen und spaltet ihn analog zu (224.39) mit

B=py+ 5B (243.12)

in den Vektor der Niherungswerte i und den Vektor der unbekannten Zuschliige 8f auf.
Nach einer Linearisierung erhilt man fiir (243.10)

e(Q1,02) = Ao(21,02,80) - A(Q1,Q2) + x(0y,2,) ' 6B (243.13)
mit

X(QI,QZ) = (BAO/ap) |B=BO .
Fiir den Aufbau des linearen Modells werden die Frequenzen 2, und Q, diskretisiert. Bil-

det man also (243.13) an den Stellen Q; = Q;; mit ie{1,...,n;} und Q; = Qy; mit
je{l,...,n;y} erhiilt man mit n = nyn; die n Gleichungen

Yij + €ij = x;;'0B . (243.14)

worin €;; = €(Q1;,02;), ¥ij = A(Qqi,225) - Ao(Qi,Q2j,P0) und x5 = x(Q);,99;) gilt.
Mit den nx1 Vektoren

e =vecE mit E = (eij) ,

y = vecY mit Y = (y;;) (243.15)

und der nxn Matrix

X = [X11,X205+ -« »Xn, , 1:X125 -+ - >Xn; 25+ - - >XL,ng> - - - »Xnp 0y ) ! (243.16)
erhilt man das lineare Modell

y+e=X6f (243.17)

analog zu (224.42). Die Schitzwerte ergeben sich wieder aus (224.43) und (224.44) und
liefern die Realfunktion

ﬁo(ﬂl,ﬂz) = Ao(ﬂl,ﬂz,ﬁ) (243.18)
mit
B=po+oB=p+ (XPX)'XPy, (243.19)

die anschlieBend einer Stabilitdtspriifung zu unterziehen ist. Stabilitdtsbedingungen las-
sen sich auch mit in die Parameterschiitzung einbeziehen, worauf bei (Dudgeon und
Mersereau 1984, S.255) hingewiesen wird.



134

244 Definition und Eigenschaften zweidimensionaler nichtre-
kursiver Filter

Analog zu (225.1) bezeichnet man ein Filter als zweidimensionales streng kausales
nichtrekursives lineares digitales Filter vom Grad max{P,Q}, falls seine Filtergleichung

P Q
y(m,n) = ¥ X dpgx(m-p,n-q) (244.1)
p=0 g=0
mit
dpq # 0 fiir mindestens ein q
dyo # 0 fiir mindestens ein p (244.2)

lautet, die aus (242.1) fiir gy, = O folgt. Substituiert man in (244.1) P=K-1 und Q =L-1,
ergibt sich die in der Literatur iiblicherweise verwendete Filtergleichung des zweidimen-
sionalen nichtrekursiven Filters vom Grad max{K-1,L-1}

K-1 L-1
y(m,n) = ¥ I dygx(m-k,n-1) . (244.3)
k=0 1=0
Die Impulsantwort h(k, 1) erhilt man aus (235.30) zu
h(k,1) = dy, (244.4)
und die Systemfunktion H(z;,z,) aus (235.31) mit (244.4) zu
K-1 L-1
H(z1,z2) = ¥ I dgiz ™z . (244.5)
k=0 1=0
Es werden nun die zweidimensionalen nichtrekursiven Filter mit linearer Phase
d’(ﬂl,ﬁz) = (1194 + azﬂz + 03 (2446)
nach (241.32) behandelt. Ausgangspunkt der Betrachtungen ist der Fall (241.34)

a) o, beliebig, o, beliebig und a;=0.
Fiir die Impulsantwort gilt nach (241.37) die Symmetricbedingung

h(k-a;,1-05) = h(-k-a;,-1-a;) , (244.7)
so daB aus (244.4) fiir o;; und a5

oy = -(K-1)/2 und o = -(L-1)/2 (244.8)
als Verallgemeinerung von (225.10) folgt. Substituiert man in (244.7) m = k-¢, k =
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m+@;, n = 1-0; und 1 = n+a,, erhilt man mit (244.8)
h(m,n) = h(K-1-m,L-1-n) fiir me{0,...,K-1} und ne{0,...,L-1} . (244.9)

Die Filtergleichung ergibt sich aus (244.3) mit (244.4) unter Beriicksichtigung der Sym-
metriebedingung (244.9).

Fiir die Herleitung der Frequenzantwort ist wie bei den eindimensionalen Filtern im Ka-
pitel 225 zu unterscheiden, ob K und L gerade oder ungerade Zahlen sind, wobei insge-
samt vier Kombinationen auftreten konnen. Eindimensionale Filter mit geradzahligem N
besitzen gegeniiber Filtern mit ungeradzahligem N den Nachteil, da das zu verarbeiten-
de Eingangssignal zwischen den diskreten Werten bendtigt wird. Da es sich bei zweidi-
mensionalen Systemen genauso verhilt, wird im folgenden stets von ungeradzahligen
Werten fiir K und L ausgegangen. Der Fall der geradzahligen Werte fiir K und L wird bei-
spielsweise bei (Cappellini et al. 1978, S.63) behandelt.

SchlieBlich sind noch die beiden verbleibenden Fiille, also K geradzahlig und L ungerad-
zahlig sowie K ungeradzahlig und L geradzahlig, zu nennen, die jedoch ohne groBe Be-
deutung sind. Oftmals ist man nidmlich, wie schon erwihnt, daran interessiert, Systeme
mit genihert rotationssymmetrischen Frequenzantworten einzusetzen, um richtungsunab-
hingige Filter zu gewinnen. In (244.3) setzt man daher hiufig K = L und wihlt, wie oben
erldutert, K = L ungeradzahlig.

Sind also K und L ungerade Zahlen, erhidlt man fiir die Frequenzantwort H(j&,;,jQ;)
nach (235.31) und (241.29)
K-1 L-

1 . .
H(jQ1.j0p) = kzo |\;Oh(k,l)e'l(““l"”’l) = ARy, 0)el (Mfrr02d) (944 10)

so daB fiir die Amplitude A(Q;,8;) mit (244.8) folgt
K)-:l Lilh(k 1) J ((kse)+(14+02)0)
k=0 1=0

A(Qy,9Q9)

=i emnn P o ) eriGen

k=0 1=0

L -j(1+0p)0
h(k,-@;) + X h(k,1)ed 70252
I1=(L+1)/2

+

(X-3)/2
L

. (L-3)12 .
e'](k+al)nl[ ¥ h(k,l)e'J(l+a2)02 + h(k,-03)
k=0 l=0



136

L-1 . (L-3)/2 .
+ 3 bk, e (*%) 4 3 Th(-gy, e (0202
1=(L+1)/2 1=0

L1 -j (1+a9)
+ h(-a;,-05) + I h(-a,1)e V022
1=(L+1)/2

- N -3)/2 .
+ Kzl e'J(k+al)ﬂl[(L %)/ h(k,l)e'3(1+a2)ﬂz + h(k,-0)
k=(K+1)/2 1=0

L-1 - (14) @
+ ¥ h(k,l)e V%% (244.11)
1=(L+1)/2

Substituiert man in der Summe vor der letzten eckigen Klammer k = K-1-m = -2¢;-m
und m = K-1-k = -2¢; -k sowie in der ersten und der letzten Summe der letzten eckigen
Klammer und der letzten Summe in der mittleren eckigen Klammer 1 =L-1-n = -2,-n
und n =L-1-1 = -205-1, erhilt man mit (244.9), (212.11) sowie (244.4), wobei die Sum-
men in der mittleren eckigen Klammer die erste Summe der folgenden Gleichung erge-
ben

(L-3)72
A(Ql,ﬂz) = h(-al,-az) + 2 E h(-al,l) cos(1+a2)02
1=0

(K-3)/2 L-1
+2 X ¥ h(k,1) cos((k+0p)Q+(1+22)Q5)
=0 1=0
(L-3)/2
=2 I dg . cos(l+a), + dg, ,-a,
1=0
(K-3)/2 L-1
+2 ) T dy; cos((k+a)Q+(1402)Qp) . (244.12)
k=0 1=0

Mit den Substitutionen

doo = d—a,.—u2

don = 2d.g, —gpn  fir ne{l,...,(L-1)/2}

G = 209 -n, -0 fir me{l,...,(K-1)/2)
ne{-(L-1)/2,...,(L-1)/2) (244.13)
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Setzt man (244.14) in (244.10) ein, ergibt sich die Frequenzantwort des zweidimensiona-
len nichtrekursiven Filters mit linearer Phase und o3 = 0.

Fiihrt man zusitzlich zu (244.7) die Bedingung
h(k-ay,1-0;) = h(k-a;,-1-a,) (244.15)
ein, erhilt man mit den Substitutionen m = k-@;, n = 1-a; und 1 = n+a; und mit (244.8)
h(m,n) = h(m,L-1-n) . (244.16)
Die Doppelsumme in der ersten Darstellung von (244.12) 148t sich aufspalten in
(K-3)/2 L-1

2 ¥ Y h(k,1) cos((k+a;)Q+(1+02)Q;)
k=0 1=0

(K-3)/2 (L-3)/2
=2 Y [ X h(k,1) cos((k+ay)Q+(1+02)Q;)

k=0 1=0
L-1
+ h(k,-a) cos(k+2;)Q; + Y  h(k,1) cos((k+ep)Q+(1+2,)Q5)] .
1=(L+1)/72

(244.17)

Substituiert man in der letzten Summe n = 1-(L-1) = 1420, und 1 = n+L-1 = n-20;,, er-
gibt sich
L-1

L h(k,1) cos((k+a)Q+(1+2,)Q,)
1=(L+1)/2

0
= Y h(k,L-14n) cos((k+2;)Q;+(n-22)Q;) . (244.18)
n=-(L-3)/2

Substituiert man weiter 1 = -n und beriicksichtigt (244.16), erhilt man fiir die Amplitude
A(Q1,2;) mit (244.17) und (244.18) nach Anwendung der Additionstheoreme fiir
cos(x+y) und fiir cos(x-y) aus (244.12)

(K-3)/2
A(Q1,Q) =h(-a,-2) +2 ¥ h(k,-2) cos(k+a;)Q,
k=0

(L-3)/2
+2 Y h(-oq,1) cos(1+a,)Q,
1=0

(K-3)/2 (L-3)/2
+4 X Y h(k,1) cos(k+a;)Q; cos(l+0)Q,
k=0 1=0
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(K-3)/2

(L-3)/2
+2 1 dg,, cos(l+o,)d,
1=0

(K-3)/2 (L-3)/2
+4 X Y dy cos(k+a;)Q; cos(l+a3)Q, . (244.19)
k=0 1=0

Definiert man weiter

Too = d_a, —a,

Two = 2d gm0,

?On = 2d—u,,—{x«z—n

o = 4d_g,—m,-a,-n (244.20)
fiirme{1,...,(K-1)/2} und ne{l,...,(L-1)/2}, liBt sich (244.19) in der kompakten
Form

(K-1)/2 (L-1)/2
AQ,9) = X I Ty cosk; coslQ, (244.21)
k=0 1=0

schreiben. Wegen (241.50) und (241.51) ist A(£;,Q,) die Amplitude eines vierquadran-
tensymmetrischen Systems. Gegeniiber (244.12) hat sich die Anzahl der in (244.19) ent-
haltenen Elemente der Impulsantwort auf (K+1)(L+1)/4 reduziert. Sie sind im Teil b)
der Abbildung 244-1 im unterlegten Bereich positioniert.

Setzt man (244.21) in (244.10) ein, erhilt man die Frequenzantwort eines zweidimensio-
nalen nichtrekursiven Filters mit linearer Phase und Vierquadrantensymmetrie.

Gilt zusitzlich in (244.21)K = L und
fuy = Tux (244.22)
so ist die Frequenzantwort nach (241.53) oktagonal. Fiir die Impulsantwort gilt dann
h(k,1) = h(l.k) , (244.23)

und die Anzahl der unabhingigen Elemente reduziert sich weiter auf (K+1)(L+3)/8, wie
in Abbildung 244-1c) dargestellt ist.

Betrachtet wird nun der Fall

b) qy=a;=a3=0.
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Wegen (241.39) ergibt sich ein nullphasiges Filter mit der reellen Frequenzantwort
H(jQ1,jR2) = A(Q1,0) . (244.24)
Wird zunichst ein kausales System vorausgesetzt, erhdlt man mit der Konstanten ¢ und

Jem Einheitsimpuls d(k, 1) aus (235.11) wegen (241.41) analog zu (225.22) die Impuls-
antwort

h(k,1) = c d(k,1) , (244.25)

jie nur bewirkt, daB das Ausgangssignal gegeniiber dem Eingangssignal um den Faktor ¢
verindert wird. Ein sinnvolles zweidimensionales nichtrekursives Filter ist also nicht-
xausal.

Mit (244.14) und (244.22) wurden bereits zwei reelle Amplituden abgeleitet, so daB
zwei nullphasige Systeme erhalten werden, wenn man die Ergebnisse in (244.24) ein-
setzt. Da die nullphasige Filterung besonders wichtig ist, werden im folgenden die Filter-
gleichungen abgeleitet.

[m Fall der Zweiquadrantensymmetrie ist die Frequenzantwort durch Substitution von
244.14) in (244.24) gegeben. Fiir die Herleitung der Filtergleichung bendtigt man zu-
néichst die Impulsantwort. Nach (244.11) gilt fiir die Amplitude A(©;,Q5)

K-1 L-1

AQ,0) = kzo Y h(k, 1)ed ((reDRi+(1+02)05) (244.26)
=0 1=0

Substituiert man k = m-a;, m = k+@;, 1 = n-a, und n = 1+a,, erhilt man mit (244.8)

(K-1)/2 (L-1)/2 .
A0 = X h(m-a;,n-0y)e (@010A2)
m=-(K-1)/2 n=-(L-1)/2
- -1)/2 .
2 im 43 hy(m,n)e (B+0f2) (244.27)
m=-(K-1)/2 n=-(L-1)/2
worin
hy(k,1) = h(k+(K-1)/2, 1+(L-1)/2) (244.28)

fir ke{-(K-1)/2,...,(K-1)/2} und le{-(L-1)/2,...,(L-1)/2} die Impulsantwort
des zweiquadrantensymmetrischen nullphasigen Filters bedeutet. Um die Impulsantwort
h,(k,1) in Abbildung 244-1a) darzustellen, ist der mit gestrichelten Linien abgegrenzte
Bereich der Impulsantwort h(k,1) in k-Richtung um -(K-1)/2 = @; und in 1-Richtung
um -(L-1)/2 = @, zu verschieben.

Die Filtergleichung erhilt man aus (235.10) zu
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(K-1)/2 (L-1)/2
y(m,n) = M Y hyk,Dx(m-k,n-1) . (244.29)
k=-(K-1)/2 1=-(L-1)/2

Beriicksichtigt man hierin (244.28), (244.4) und (244.13), ergibt sich schlieBlich

1 (L-1)/2
y(mn) =5 % do; (x(m,n+1)+x(m,n-1))
1=0
1 (K-1)/2  (L-1)12
+3 h Y dyg(x(mtk,n+1)4x(m-k,n-1)) . (244.30)

k=1 1=-(L-1)/2

Im Fall der Vierquadrantensymmetrie ist die Frequenzantwort des nullphasigen Filters
mit (244.24) durch (244.21) gegeben. Die Impulsantwort liegt wieder mit (244.28) vor.
Fiir sie gelten wegen (244.7) und (244.15) die Symmetriebedingungen

hy(k,1) = hy(-k,1) = hy(-k,-1) = hy(k,-1) . (244.31)

Beriicksichtigt man diese Zusammenhinge in (244.29), erhilt man mit (244.28), (244.4)
und (244.20) die Filtergleichung
(K-1)/2 (L-1)/2

y(m,n) = T k§0 l§0 T (x(mek,n-1)4+x(m-k,n+1)

+ x(mk,n+1)+x(m-k,n-1)) . (244.32)

Im Fall eines oktagonalen nullphasigen Filters gilt fiir die Koeffizienten Ty, auBerdem
noch (244.22), so daB sich die Anzahl der Multiplikationen in (244.32) weiter verringert,
worauf schon im Zusammenhang mit (244.23) hingewiesen wurde.

Die Frequenzantwort (244.24) mit (244.21) kann auch direkt aus der Frequenzantwort
(242.38) des nullphasigen vierquadrantensymmetrischen rekursiven Filters abgeleitet
werden. Fiir nichtrekursive Filter verschwinden die Koeffizienten by fiir (k,1) # (0,0).
Ersetzt man weiter die Obergrenzen 2K und 2L durch (K-1)/2 und (L-1)/2 und schreibt
ay; = [, ergibt sich
(K-1)/2 (L-1)/2
H(jQ;,jQ) = I Y Tii cosk@ coslf, . (244.33)
k=0 1=0

Ebenso kann die Frequenzantwort (244.24) mit (244.14) aus (242.19) gebildet werden.
Betrachtet wird nun der Fall

c) a; beliebig, @, beliebig und o3 =n/2
aus (241.42). Die Impulsantwort erfiillt wegen (241.44) die Bedingung
h(k-a;,1-03) = -h(-k-a,-1-a3) . (244 .34)
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Hieraus folgt firk=1=0
h(-01,-02) = -h(-01,-0) =0 . (244.35)

Substituiert man in (244.34) m = k-¢;, k = m+a;, n = 1-@; und 1 = n+a; mit @; und a,
aus (244.8), erhilt man

h(m,n) = -h(K-1-m,L-1-n) fiir me{0,...,K-1} und ne{0,...,L-1} . (244.36)
Mit dieser Bedingung ergibt sich die Filtergleichung aus (244.3) mit (244.4).
Die Frequenzantwort H(jQ,;, jQ;) erhdlt man nach (235.31) und (241.29) mit (212.8) zu
K-1 L-1

D) h(k,l)e'j(k“'+'°2)
k=0 1=0

H(i, i)

Ay, Qg)el 8r02403) _ pg 0ol (Mifteal2) (944 37)

wobei fiir die Amplitude A(Q;,Q,) gilt

K-1 L-1 .
AQp,D) = -j kzo zoh(k.1)e"‘“‘*“*)“'*“*“2’“2’ . (244.38)
= 1=

Spaltet man die Doppelsumme wie in (244.11) auf und substituiert in der Weise, die von
(244.11) auf (244.12) fiihrt, ergibt sich mit (212.11), (244.4) und (244.35)
(L-3)72

2 ) h(-o4,1) sin(1+a2)02
1=0

A(Q,9,)

(K-3)/2 L-1
-2 2 L h(k,1) sin((k+e;)Q+(1+03)Q;)
k=0 1=0

(L-3)72
=-2 2 d—a].l sin(l+a2)02
1=0

(K-3)/2 L-1
-2 z Z dkl sin((k+al)01+(l+a2)92) . (244.39)
k=0 1=0

Im Gegensatz zu (244.12) ist dies die Amplitude eines zweiquadrantenantisymmetrischen
Systems, denn es gilt

A(Q1.9) = -A(-2,-p) . (244.40)

Setzt man (244.39) in (244.37) ein, erhilt man die Frequenzantwort des nichtrekursiven
Filters mit linearer Phase und o3 = #/2.

Fiihrt man in (244.39) die Substitution
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dpn = 2dg,—,~a,-n  fir me{0,...,(K-1)/2}
und ne{-(L-1)/2,...,(L-1)/2} (244.41)
analog zu (244.13) ein, lautet die Amplitude
(L-1)/72_ (K-1)/2  (L-1)/2 _
A(,Q) = I dp, sinnQ, + % Y dy, sin(mQ+nQ;) . (244.42)
n=1 n=0 n=-(L-1)/2
Stellt man auBer der Bedingung (244.34) noch die Forderung
h(k-0,1-03) = -h(k-0y,-1-0a;) (244.43)

auf, 148t sich aus (244.37) die Frequenzantwort eines vierquadrantenantisymmetrischen
Systems herleiten. Hierauf wird im folgenden jedoch nicht eingegangen, sondern auf
(Cappellini et al. 1978, S.62) verwiesen.

AbschlieBend wird noch der Fall (241.45)

d) g=a,=0 und o3=n/2
behandelt, fiir den nach (241.47) die Frequenzantwort
H(jQ1,jQ2) = jA(Q,0Q7) (244.44)

giiltig ist. Setzt man also (244.42) in (244.44) ein, liegt ein zweiquadrantenantisymmetri-
sches nichtrekursives Filter mit der Phase ¢(2;,%,) = n/2 aus (241.46) vor. Die Filter-
gleichung 146t sich analog zu (244.26) bis (244.30) ableiten. Ohne hier die einzelnen Be-
rechnungsschritte anzugeben, erhilt man

(L-1)/2

y(m,n) =é 121 doi (x(m,n+1)-x(m,n-1))

(K-1)/2  (L-1)/2

b T dy(x@mk,n+l)-x(m-k,n-1)) . (244.45)

+3
k=0 1=-(L-1)/2

245 Zweidimensionale nichtrekursive Elementarfilter

Wie bereits zu Beginn des Kapitels 226 erwihnt, konnen zweidimensionale nichtrekursi-
ve Elementarfilter aus eindimensionalen Elementarfiltern konstruiert werden. Vielfach
wird von separierbaren Systemfunktionen nach (241.28) ausgegangen, so daB sich mit z;
= ed% fiir je{1,2} ergibt

H(jQ, i) = Hi(jQ)H(jQg) . (245.1)
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Wihrend dieser Ansatz auf der Kaskadenstruktur (241.19) beruht, kann auch die Parallel-
struktur (241.21) zur Erzeugung eines zweidimensionalen Elementarfilters nach

H(jQ1,iQ) = Hi(jQ1) + Ha(j) (245.2)
genutzt werden. Auflerdem werden Kombinationen von (245.1) und (245.2) verwendet,
beispielsweise

H(j1.jQ) = (H(j@1) + Ha(jR2))H3(j@y) . (245.3)

Im folgenden werden einige zweidimensionale Elementarfilter vorgestellt. Fiir weitere
Beispiele wird auf (Jihne 1989, S.92; Kraus 1990, S.507) verwiesen.

Die Frequenzantwort eines zweidimensionalen Rechteckfilters mit Nullphase erhilt man
aus der Hintereinanderschaltung zweier eindimensionaler Rechteckfilter, deren Frequenz-
antworten mit (226.3) vorliegen. Setzt man also fiir H; (j;) in (245.1) die Frequenzant-

worten
_ K1 | o ®&DR2
Hi(j) =R (@) =g+¢ I coskd (245.4)
k=1
L-1 1, 2 D72
Hy(jQ2) =R (@) =+ I cosly (245.5)
1=1

ein, erhiilt man

K-1.L-1 (K-1)/2 (L-1)/2
H(jR.,i0) = REUUL@,0) = 3 Y Ty coskd cosl®, (245.6)
k=0 |=0

mit den Koeffizienten
foo = I/N, -fko_ = 2/N, To; = 2/N, Ty, = 4/N (245.7)

fiir ke{1,...,(K-1)/2} und le{1,...,(L-1)/2}, wobei N = KL gilt. Die Frequenzant-
wort (245.6) ist nach (244.33) die eines vierquadrantensymmetrischen nichtrekrusiven
Filters mit Nullphase. Die Filtergleichung ist durch (244.32) gegeben. Setzt man darin
(245.7) ein, erhiilt man wegen
1 (K-1)/2 (L-1)/2
y(m,n) = g L I x(m-k,n-1) (245.8)
k=-(K-1)/2 1=-(L-1)/2

das Ausgangssignal y(m,n) als Mittelwert iiber die N Eingangswerte x(m-k,n-1). Mit
K = L ist das System wegen (244.22) oktagonal.

Beispiel 1: Fiir K = L = 3 erhilt man aus (245.6) mit (245.7) wegen N = 9 die Frequenz-
antwort
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R22(2,,0;) = § (1 + 2(cosltcosls) + 4(cosdicosly)) - (245.9)
Die Filtergleichung ergibt sich nach (245.8)
y(m,n) = é- (x(m-1,n-1) + x(m-1,n) + x(m-1,n+1) + x(m,n-1) + x(m,n)
+ x(m,n+1) + x(m+1,n-1) + x(m+l,n) + x(m+l,n+1)) (245.10)

als Mittelwertbildung iiber den zentralen Eingangssignalwert x(m,n) und den Eingangs-
signalwerten x(m-k,n-1) der sogenannten Achter-Nachbarschaft. A

Betrachtet wird nun ein zweidimensionales nichtrekursives Filter, dessen Frequenzant-
wort aus (245.3) berechnet wird. Setzt man fiir H;(jQ,) wieder (245.4) ein und wihlt
weiter mit der ungeraden Zahl K die Frequenzantwort (226.7)

K-1 5y K-1)12
Ha(j2) =V Q) = I cosk®, (245.11)
k=1
sowie
Hy(®) = g7 1(2) (245.12)

mit der Frequenzantwort I(Q,) = 1 des Identititsfilters, ergibt sich

(K-1)/2

H(i01,302) = VE1(00,0) = i [142 (cosk+cosky)] . (245.13)

)y
k=1
Vergleicht man diesen Ausdruck mit (244.21), erhilt man die Koeffizienten

Too = 1/(2K-1), Tox = Txo = 2Tg0, Ty = 0 (245.14)

firk,l e{1,...,(K-1)/2). Die Frequenzantwort (245.13) ist nach (244.22) die eines
oktagonalen Systems, dessen Filtergleichung mit (245.14) aus (244.32) folgt

(K-1)/2
y(m,n) = 211(_—1- (x(m,n) + Y (x(m+k,n)+x(m-k,n)+x(m,n+k)+x(m,n-k))) .

k=1
(245.15)
Dieses Filter wird zumeist fiir K = 3 verwendet, worauf das folgende Beispiel eingeht.
Beispiel 2: Fiir K = 3 erhilt man aus (245.13) die Frequenzaniwort
V2(2,,9;) = 5 (1+2cos0 +2c0s;) . (245.16)

Aus der Filtergleichung
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y(m,n) = é (x(m-1,n)+x(m,n)+x(m+1,n)+x(m,n+1)+x(m,n-1)) (245.17)

erkennt man, daB sich der Ausgangssignalwert y(m,n) als Mittelwert des zentralen Ein-
gangssignalwertes x(m,n) und den Eingangssignalwerten x(m-k,n-1) aus der sogenann-
ten Vierer-Nachbarschaft ergibt. A

In den Beispielen 1 und 2 wurden die Achter- und die Vierer-Nachbarschaft eingefiihrt.
Ausgedehntere Nachbarschaften werden im Kapitel 376 definiert.

Ein weiteres, hdufig verwendetes nichtrekursives Elementarfilter ist das zweidimensiona-
le Binomialfilter. Man erhilt es, indem die Frequenzantworten zweier eindimensionaler
Binomialfilter nach (226.5) mit &= (K-1)/2 und B = (L-1)/2 gebildet

H(j2y) = X)) = 2781 +

atol 132

(20)! “")1:”2 2(20)!
k=1 (0=

coskQ,) (245.18)

(L-1)/2
H,(i,) = BX1(Q,) = 2128 7y 22h)! 10 (245.19
2(i) = B1(y) G BTy cosln) )

und in (245.1) eingesetzt werden. Die Frequenzantwort des zweidimensionalen Binomi-

alfilters lautet dann
Kol Lol (K-1)/2 (L-1)/2
H(j9,jQ) =B 77(0,,0;) = X Y Ty coskQ; coslQ, (245.20)
k=0 1=0

mit den Koeffizienten

Too = o~ (K+L-2) 5‘22)'{25)' , Top = o (K+L-3) a.af2a)!(2 )E

Tyo = 27 B3 a+(2¢fl)‘!152 )| .

_ - (K+L-4) Qa)! 2!
T =2 FO T T X6GRBN (245.21)
firke{1,...,(K-1)/2} und le{l,...,(L-1)/2}. Die Filtergleichung des fiir K = L
nach (244.22) oktagonalen Binomialfilters erhdlt man aus (244.32). Dieses Filter ist ni-
herungsweise rotationssymmetrisch, wie graphische Darstellungen seiner Frequenzant-
worten zeigen (Jihne 1989, S.96).

Das Rechteckfilter und das Binomialfilter sind Tiefpalifilter und bewirken eine Glittung
des Eingangssignals. Méchte man Kanten in einem digitalen Bild lokalisieren, wird zum
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Beispiel das zweidimensionale Laplacefilter eingesetzt, da es die zweiten Ableitungen
ermittelt und daher Kriimmungen anzeigt. Das zweidimensionale Laplacefilter entwickelt
man wieder aus dem eindimensionalen Laplacefilter, indem die Frequenzantworten

H,(jQ) = L%(Q;) = -2 + 2cos®; (245.22)
Ha(jQp) = L2(Qy) = -2 + 2cosy (245.23)

aus (226.15) in (245.2) eingefiihrt werden. Man erhiilt als Ergebnis die Frequenzantwort
des zweidimensionalen Laplacefilters

Hi(j91,jQ2) = L22(0,,2;) = -4 + 2cos; + 2cos; . (245.24)
Der Vergleich mit (244.21) liefert die Koeffizienten

Too= -4 Ty =Tio=2, Ty =0 . (245.25)
Das zweidimensionale Laplacefilter mit der aus (244.32) folgenden Filtergleichung

y(m,n) = x(m+1,n) - 4x(m,n) + x(m-1,n) + x(m,n+1) + x(m,n-1) (245.26)

ist wegen (244.22) oktagonal. In (245.26) gehen wieder neben dem zentralen Eingangssi-
gnalwert x(m,n) die Eingangssignalwerte aus der Vierer-Nachbarschaft ein.

Neben dem Laplacefilter werden fiir die Kantenextraktion auch die sogenannten Sobel-
operatoren eingesetzt, die Gradientenoperatoren darstellen (Jihne 1989, S.107). Sobel-
operatoren erhiilt man zum Beispiel aus (245.3) mit

Hi(jQ) = 2I(Q) (245.27)
Hy(j0y) = 3V2(Qy) (245.28)
H3(jQ)) = -(1/4) G2(jQ)) , (245.29)

wobei 1(2;) aus (245.12), V2(Q,) aus (226.7) und G3(jQ,) aus (226.10) stammen. Die
zweidimensionale Frequenzantwort lautet dann

H(jQ1.j0z) = j(z sin@ + % sind; cosdy)

= J(% sin; + zl{ sin(Q,-0;) + % sin(Q,;+2;)) . (245.30)

Vergleicht man dieses Ergebnis mit (244.44) und (244.42), ergeben sich die Koeffizien-
ten

aoo = ao] = 0, al'_] = 1/4, alo = 1/2, 3“ =1/4 . (245.31)
Die Filtergleichung erhilt man aus (244.45) zu

y(mn) = g [x(ml,n-1)-x(u-1,0+1)42x (+1,0)-2x(m-1,n)
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+x(m+l,n+1)-x(m-1,n-1)] . (245.32)

3in weiterer Sobeloperator ergibt sich nach Austausch von ©; und Q; in (245.30)
H(j01.j0) = j(3 sind; - ¥ sin(2-02) + & sin(@+8)) . (245.33)

n diesem Fall fithrt der Vergleich mit (244.44) und (244.42) auf die Koeffizienten
aoo = 310 . 0, 301 = 1/2, 31,_1 = -]/4, 3“ =1/4 . (24534)

“olglich lautet die Filtergleichung
y(m,n) = % [(2x(m,n+1)-2x(m,n-1)-x(m+1,n-1)+x(m-1,n+1)

+ x(m+l,n+l)-x(m-1,n-1)] . (245.35)

Die Bedeutung der zweiquadrantensymmetrischen Sobeloperatoren liegt in der Verwen-
lung der Gradientenfilter G2(jQ,) in (245.30) und G?(jQ;) in (245.33). Das Filter
32(jQ;) bildet, wie im Beispiel 1 des Kapitels 226 fiir G!(jQ) erliutert, die erste Ablei-
ung in Richtung der m-Achse, G2(jQ;) in Richtung der n-Achse. Die gemeinsame An-
vendung von (245.32) und (245.35), worauf im Kapitel 248 noch eingegangen wird,
Thrt also zur Extraktion beliebig orientierter Kanten.

246 Entwurf zweidimensionaler nichtrekursiver Filter

Wie schon erwihnt, sind bei einigen Anwendungen Filter mit rotationssymmetrischen
requenzantworten erwiinscht, da sie sich isotrop verhalten. Man wird daher bestrebt
sein, digitale Filter zu entwerfen, die diese Forderung weitgehend erfiillen und ideale
Srequenzantworten besser approximieren, als es die Elementarfilter vermtgen. Wie im
‘olgenden erldutert, bendtigt man dazu erstens die Idealfunktion eines rotationssymmetri-
ichen Filters und wihlt zweitens als Realfunktion die eines vierquadrantensymmetri-
ichen oder oktagonalen Systems.

Zur Lésung der am Ende des Kapitels 241 formulierten Entwurfsaufgabe durch nichtre-
cursive Filter werden hier die allgemein anwendbare Methode der Parameterschitzung
m linearen Modell und die Fensterfunktionsmethode vorgestellt. Weitere Verfahren sind
sei (Fiasconaro 1979, S.88; Rabiner und Gold 1975, S.455; Cappellini et al. 1978, S.72)
seschrieben.

Jas Schitzverfahren im linearen Modell wurde fiir rekursive Filter am Ende des Kapitels
43 erldutert. Es soll nun auf nichtrekursive Filter angewendet werden, so daB sich der
Jektor P der Filterkoeffizienten aus (241.58) zu
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B = [doo.di0,---.dk-1,0.dots---sdk-1,15---+do,L-15-- - dg-1,L1]" (246.1)

reduziert. Analog zu der Vorgehensweise im Kapitel 243 wird das Amplitudenspektrum
A(Q;,9,) als Idealfunktion gewihlt. Als Realfunktion soll die Amplitude (244.21)
(K-1)/2 (L-1)12

Ao(Ql,Qz) = 2 2 Tkl COSkQ] COSlﬂz (246.2)
k=0 1=0

eines vierquadrantensymmetrischen nullphasigen Filters dienen.

Die Parameterschitzung kann nach (243.10) bis (243.19) ablaufen, wobei in (243.11) ay)
= Ty gilt und 2K und 2L durch (K-1)/2 und (L-1)/2 zu ersetzen sind. Bei einer eng-
maschigen Diskretisierung von Q; und {}; sowie bei einer groen Anzahl unbekannter
Filterkoeffizienten wird aber der numerische Aufwand groB, so daB fiir die Parameter-
schitzung eine effizientere Methode gewihlt wird, die von Fritsch (1982, S.36) entwik-
kelt wurde. Zunichst werden die unbekannten Koeffizienten Ty, aus (246.2) in der
(K+1)/2 x (L+1)/2 Matrix

foo To .. To,q-1)r2
- | Tio T cee T -1y12
B = (246.3)
Tik-1)72.0 T(k-1)/2,1 --- Fk-1)72.(L-1)/2

zusammengefaBt. Fiihrt man weiter mit (K+1)/2 = u; den u;x1 Vektor

x; = () = [1,co88y,...,cos(K-1)2,/2]" (246.4)
und mit (L+1)/2 = u, den u,x1 Vektor

X; = x32(Q;) = [1,c08Q;,...,cos(L-1)Q,/2]" (246.5)
ein, 148t sich fiir (246.2) schreiben

Ao(Q;,0;) = x'Bx; . (246.6)
Mit dem Kronecker-Produkt @ folgt hieraus (Koch 1987, 5.48)

Ao(2,97) = vec(x'Bx;) = (xy'e®x;')vecB . (246.7)

Definiert man x' = x,'ex;' und f§ = vecB, stimmt (246.7) mit der Darstellung (227.5)
fiir die Amplitude im eindimensionalen Fall {iberein. Der Approximationsfehler (241.60)
ergibt sich zu

e(ﬂl.ﬂz) = (Xz'@ll')VCCB - A(Ql,nz) . (246.8)

Nach der Diskretisierung von @, in die n; Werte Q;; mit ie{l,...,n;) und von £, in
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die n, Werte 02] mit je{l,...,n,} erhilt man mit €jj = C(Q”,sz) » X1i = x1(943),
X3 = XZ(QZj) und Yij = A(Qli ,sz) aus (2468)
Yij + €ij = (xzj'exli')vecB (246.9)
analog zu (243.14). Hieraus ergibt sich weiter mit den nyxn; Matrizen E= (e;;) und Y=

(yij) sowie der nixu; Matrix X; = [Xy1,Xy2,...,X15,]"' und der nyXu; Matrix X; =
[x21,X22; - - - ,X2q,] * das lineare Modell der Parameterschiitzung

vecY + vecE = (X; ® X;)vecB . (246.10)

Fiihrt man noch die nyn;xnin, Gewichtsmatrix P = I ein, erhiilt man nach (227.9) unter
Anwendung der Rechenregeln fiir das Kronecker-Produkt die Schétzung (Fritsch 1982,
S.37; Koch 1987, S.22)

vecﬁ (X'e X3 )Xy @ X)) '(Xyre Xyt )vecY

(X2'X; @ X' X)) ' (X' e X, ' )vecY

= [(X' X)) 'Xy'e (X' X)71X, ' JvecY . (246.11)
Fiir die Matrix ﬁ der Residuen ergibt sich aus (246.10)

veck = [(X, @ X)) [(Xa'Xp) Ky @ (X, X)"'Ky ' 1-I]vecY

[X2(X; X)Xy @ Xy (Xp X)X, - I vecy . (246.12)

Wie in (246.7) konnen (246.11) und (246.12) weiter umgeschrieben werden in
B= (X 'X)™ X' Y Xy(Xy'Xp)! (246.13)
B = XX X)X Y Xp(Xp X)Xyt Y (246.14)

Diese Schiitzung der unbekannten Filterkoeffizienten erweist sich hinsichtlich der bend-
tigten Rechenzeit und des erforderlichen Speicherplatzes als effizienter als die Vorge-
hensweise aus Kapitel 243, da in (246.13) nur die u;xu; Matrix X;'X; und die u;xu,
Matrix X,'X, zu invertieren sind. Mit (246.13) berechnet sich die Realfunktion (246.6)
Zu

A A
Ao(01,02) = Ag(@1,22.8) = x,*Bx; . (246.15)

Wird fiir @, und Q, die gleiche Diskretisierung vorgenommen, vereinfachen sich die
Gleichungen (246.13) und (246.14) wegen X; = X; = X zu

B = (Xo'Xo) o' Y Xo(Xo'Xo)™" (246.16)
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A
E = Xo(Xo'Xo)'Xo' Y Xo(Xo'Xo)™'Xp'-Y . (246.17)
Ist die Idealfunktion A(Q;,Q;) rotationssymmetrisch, ergibt sich Y wegen Y = Y' als
A A
symmetrische Matrix, so daB aus (246.16) B = B' folgt. Das entwickelte Filter ist dann
nach (244.22) oktagonal.

Beispiel 1: Gegeben sei als Idealfunktion das Amplitudenspektrum A(Q;,{,) eines Tief-
paBfilters. Um eine gute Approximation zu erzielen, wird zwischen der DurchlaBgrenz-
frequenz Qp = 0, 147 und der Sperrgrenzfrequenz Qg = 0,327 ein Ubergangsbereich ana-
log zu (222.9) eingefiihrt, in dem die Idealfunktion linear abfillt. Nach der Diskretisie-
rung auf einem nxn Gitter mit n = ny = n, erhilt man fiir die Elemente y;; = A(Qy;,%;)
der nxn Matrix Y mit Qijz =02+ szz

yij =1 fir 0 < 9] <0
(ﬂs‘lﬂij|)/(0s-ﬂu) fiir Qp < |9-ij| < Qg

Yij
yij =0 fir 05 < |9 S 7. (246.18)

Als Realfunktion wird Ag(Q2,,92,) aus (246.2) mit K = L = 15 gewidhlt. Die Schéitzung der
mit u; = up = u = 8 insgesamt u? = 64 Koeffizienten in (246.3) folgt wegen X, = X, = Xg
aus (246.16). Die Anzahl der unabhiingigen Koeffizienten reduziert sich wegen Y=Y’
auf u(u+1)/2 = 36. In Abbildung 246-1 bis 246-3 sind die Idealfunktion A(Q;,Q,), die
nach (246.15) geschiitzte Realfunktion ﬁo(ﬂl,ﬁz) sowie die Approximationsfehlerfunk-
tion &(Q;,0,) = Ag(Q,%,) - A(Q;,Q,) dargestellt. A

Die Approximation einer Idealfunktion durch eine Realfunktion nach der Methode der
kleinsten Quadrate kann durch die Einfiihrung von Ungleichungen als Nebenbedingun-
gen noch erweitert werden, worauf bei (Fritsch 1982, S.38) eingegangen wird.

Als weiteres Approximationsverfahren wird im folgenden noch die Fensterfunktionsme-
thode behandelt, bei der sehr lange oder unendlich lange Impulsantworten in kurze oder
zumindest endlich lange Impulsantworten umgewandelt werden. Hierzu werden diskrete
zweidimensionale Funktionen w(m,n) eingefiihrt, fiir die gilt

(246.19)

# 0 fiir me{my,...,my} und ne{n;,...,ny}
w(m,n)
= 0 sonst .

Sie sind also nur in einem zusammenhingenden zweidimensionalen Bereich von Null
verschieden und werden daher als zweidimensionale Fensterfunktionen bezeichnet. Ihre
Fourier-Transformation, die sich (235.15) entsprechend zu
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Abb. 246-1: Idealfunktion A(2;,9,)
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Abb. 246-2: Realfunktion Ag(Q;,0,)
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Abb. 246-3: Approximationsfehlerfunktion 3(01,92)

WG i0) = 5 3 wim,nyerd@Rn)
m=m; n=nj
ergibt, nennt man zweidimensionales Spektralfenster.
Als Idealfunktion sei eine unendlich lange Impulsantwort gewihlt
f(x1,x3) = h(m,n)
mit
h(m,n) # 0 fir m,ne{0,t1,%2,...} .
Die Realfunktion erhilt man dann mit (246.19) zu
ho(m,n) = w(m,n)h(m,n)
mit
# 0 fir me{my,...,my} und ne{n,,...,n;}

= 0 sonst .

ho(m,n) [

(246.20)

(246.21)

(246.22)

Mit ho(m,n) wird also eine endlich lange Impulsantwort gewonnen, die wegen (235.30)
auf eine nichtrekursive Filterung fiihrt. Die Filtergleichung folgt aus (235.10) zu
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o2 np
y(m,n) = ¥ I he(k,1)x(m-k,n-1) . (246.23)
k=my l=n

Die zugehorige Frequenzantwort erhilt man mit (235.15) und (246.22) zu

%2 §2 ho(k, 1 )e-j (k11+197)
k=m; l=m

Ho(jQ1,j03)

ma ny .
T lz w(k, Dh(k,1)e i (01+182) (246.24)
k=m; l=mny

Setzt man hierin (235.16) ein, ergibt sich

| 52 n non )
Ho(jQ1,j22) = s L I wk,) [ [H@GPiB2)

k=m; l=m -n -

ej (kBl"'lBZ)dBldpz e-j(kﬂﬁmz) ,
wobei f; und B, Integrationsvariablen bedeuten. Mit (246.20) erhélt man weiter

non my ng
Ho(jQy,j%) = [ JH@GBLiB) Y I wk,1)
- -T

k=m; l=n

N
|-

el (k(ﬂl-Bl)+l(02-52))dﬁldﬁ2

HY—3A

n
J H(GiBr,iBV(j (R1-B1) 5 j(Q2-B2) )dPrdf, . (246.25)
-%

~
1|~

Dieses Ergebnis 148t sich, wie der Vergleich mit (235.9) zeigt, bis auf den Faktor 1/ 4n?
als die Faltung der Frequenzantwort H(jf;,jQ;) mit dem Spektralfenster W(jQ;,jQ,)
interpretieren

Ho(jQ1,j%) = ZIP H(jR0,502) * W(j0y. i) . (246.26)

Die Frequenzantwort Ho(j,,jQ;) enthdlt nicht nur Frequenzanteile aus H(jQ,,j0,),
sondern auch aus W(jQ;,jQ,), sie ist also "spektral verschmiert”, worauf bereits im Zu-
sammenhang mit (227.20) hingewiesen wurde.

Liegt mit H(j&,, jR,) die Frequenzantwort eines nullphasigen Systems vor, gilt nach
(244.24) also H(jQ, j22) = A(Q,,0,), ist es sinnvoll, auch ein nullphasiges Spektralfen-
ster zu wiihlen. Die Frequenzantwort (246.25) ist dann reell, so dal das resultierende Fil-
ter ebenfalls nullphasig ist.

Eine zweidimensionale Fensterfunktion kann beispielsweise als separierbar angenommen
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werden

W(m,n) = wl(m)WZ(n) ’ (246.27)

worin wy(m) und wp(n) zwei eindimensionale Fensterfunktionen aus (227.13) bedeuten.
Eine weitere Méglichkeit besteht in der Definition

w(m,n) = w(g) mit q = (m*+n?)!/2 | (246.28)

wobei q € R gilt. In diesem Fall liegt also eine kontinuierliche eindimensionale rotations-
symmetrische Fensterfunktion vor. Als w(q) kann das Rechtecksignal des Beispiels 2
oder das Dreiecksignal des Beispiels 3 aus Kapitel 214 verwendet werden. Weitere zwei-
dimensionale Fensterfunktionen sind unter anderem bei (Dudgeon und Mersereau 1984,
S.118; Rabiner und Gold 1975, S.456) beschrieben,

Beispiel 2: Als Idealfunktion sei die Impulsantwort (235.19) des idealen rotationssymme-
trischen Tiefpafifilters gewihlit. Die Realfunktion erhélt man dann aus (246.22) zu

ho(m,n) = w(m,n) Sl ;qg ) (246.29)
mitq = (m2+n2) 172 Fiihrt man das Rechteckfenster
1 fir g<c
w(m,n) = w(q) = (246.30)
0 sonst
ein, folgt aus (246.29)
Q1 (qfy)/ (2mg) fiir g <c
ho(m,n) = ho(q) = (246.31)
0 sonst .
Wegen
ho(m,n) = hg(-m,n) = hg(-m,-n) = hy(m,-n) (246.32)

ist die Impulsantwort nach (244.31) vierquadrantensymmetrisch und wegen hg(m,n) =
hg(n,m) nach (244.23) oktagonal. Die Filtergleichung erhdlt man daher aus (244.32) mit
K =L und (K-1)/2 = ¢ wegen (246.31). Die Koeffizienten T berechnen sich zu

foo = ho(0)

#0 fir gq=m<c
Tmo = 2ho(q)

=0 sonst
_ #0 fir g=n<c
fon = 2ho(q)

=0 sonst
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#0 fir q= (m2+n2)”2 <c
-fmn = 4ho(q)
=0 sonst (246.33)
firmne(l,...,(K-1)/2}. A

247 Implementierung zweidimensionaler linearer Filter

Im Gegensatz zu den eindimensionalen rekursiven Filtern sind die zweidimensionalen
rekursiven Filter weniger verbreitet. Die Hauptgriinde liegen in den aufwendigen Ent-
wurfsverfahren und insbesondere in den Stabilitédtsuntersuchungen. Sind indes die Filter-
koeffizienten einmal bestimmt, ist die rekursive Filterung im Vergleich zur nichtrekursi-
ven Filterung mit geringerem numerischen Aufwand verbunden, da mit einer endlichen
Anzahl von Filterkoeffizienten eine unendliche Impulsantwort erhalten wird, wie der
Vergleich von (235.26) mit (235.29) deutlich macht. Die Implementierung zweidimensio-
naler rekursiver Filter kann direkt iiber die Filtergleichungen, beispielsweise (241.3),
(241.7), (241.11) oder (241.15) erfolgen. Im Fall einer nullphasigen Filterung mit Vier-
quadrantensymmetrie ist nach (242.40) oder (242.44) eine vierfache Rekursion erforder-
lich. Soll im Frequenzbereich gefiltert werden, konnen die Frequenzantworten (242.6),
(242.24), (242.38) oder (242.42) verwendet werden.

Die Implementierung zweidimensionaler nichtrekursiver Filter 148t sich wie im eindi-
mensionalen Fall im Orts- oder im Frequenzbereich vornehmen. Bei der ersten Moglich-
keit wird fiir streng kausale Filter die diskrete Faltung (244.3) angewendet. Soll bei-
spielsweise ein nullphasiges vierquadrantensymmetrisches Filter implementiert werden,
so reduzieren sich die KL Multiplikationen in (244.29) aufgrund der Symmetrieeigen-
schaften (244.31) auf (K+1)(L+1)/4 Multiplikationen in (244.32). Eine weitere Verrin-
gerung auf (K+1)(L+3)/8 Multiplikationen tritt ein, falls eine oktagonale Impulsantwort
vorliegt, worauf im Zusammenhang mit (244.23) eingegangen wurde. Fiir das Beispiel 1
des Kapitels 246 erhiilt man wegen K = L = 15 zunéchst 225 Filterkoeffizienten dy; nach
(244.3), von denen letztlich aufgrund der Oktagonalitit nur 36 Koeffizienten Ty, zu be-
stimmen verbleiben.

Soll fiir die Filterung die Rechenzeit m&glichst niedrig gehalten werden, kann es sich
lohnen, die schnelle Faltung einzusetzen, also im Frequenzbereich zu filtern. Dies soli
im folgenden fiir die streng kausale Filterung demonstriert wird. Gegeben sei das Signal

x(m,n) mit me({0,...,M-1}, ne{0,... ,Mp-1} (247.1)

und die Impulsantwort eines streng kausalen Systems
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h(k,1) mit ke{0,....K;-1}, 1€{0,...,Ky-1} . (247.2)
Mit den GréBen
Ll =2V 2 Ml'l'Kl-l und L, = 2€ > M2+K2-1 mit v,x 6{1,2,. } (2473)

konstruiert man sich die dimensionsgleichen Zahlenfelder

N x(m,n) fiir me{0,...,M;-1}, ne{0 ,... ,Mp-1}
x(m,n) = (247.4)
0 fiir me{M,,...,Ll-l}, nE{Mz,...,Lz-l}
h{(m,n) fir me{0 ,....K;-1}, ne{0 ,...,K;-1}
h(m,n) = (247.5)
fir me{K;,...,L;-1}, ne{K;,...,Lp-1} .

Die diskreten Fourier-Transformationen (235.33) des Signals (247.4) und der Impuls-
antwort (247.5) lauten mit W, = e 1L yng W, = e 12/l

L,-1 Ly-1

R(k,1) = 3% K, n) ()W )™ (247.6)
n=0 n=0
Li-1 L

Aoy = 33 Romm) O )R (247.7)
m-O n=0

fiir ke{0,...,L;-1} und 1€{0,...,L,-1}. Sie lassen sich mit den eindimensionalen
schnellen Fourier-Transformationen berechnen, wie im Zusammenhang mit (234.12) er-
ldutert. Das gefilterte Ausgangssignal y(m,n) erhéilt man aus der inversen diskreten Fou-
rier-Transformation (235.32)

Li-1 La-1

y(m,n) = pr k§0 §OY(k ), (247.8)

mit me{0,...,L;-1}, ne{0,...,Ly-1} und

Y(k,1) = Ak, 1) Xk, 1) . (247.9)

Die beschriebenen Zusammenhinge gelten nach (247.2) fiir eine streng kausale Filte-
rung. Soll indes eine nullphasige Filterung, die nichtkausal ist, vollzogen werden, ist ana-
log (228.11) bis (228.14) zu verfahren.

Die Frage, ob die Filterung im Orts- oder im Frequenzbereich erfolgen soll, wird bei-
spielsweise bei (Merserean und Dudgeon 1978) angesprochen.
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248 Zweidimensionale digitale nichtlineare und verschiebungs-
variante Filter

Mit (235.8) wird ein allgemeines zweidimensionales kontinuierliches System

y(ti,t2) = §[x(ty,t3)] (248.1)

definiert, das ein kontinuierliches Eingangssignal x(t,1,) in ein kontinuierliches Aus-
gangssignal y(t,,t;) iiberfiihrt. Entsprechend gilt fiir ein zweidimensionales diskretes
System

y(m,n) = ¢[x(m,n)] , (248.2)

worin x(m,n) das diskrete Eingangssignal und y(m,n) das diskrete Ausgangssignal be-
deuten. Bislang wurde das System nach (233.2) als linear und nach (233.3) als verschie-
bungsinvariant vorausgesetzt, so daB nach (235.10) die Filterung

y(m,n) = °E° E h(k,1) x(m-k,n-1) (248.3)

k=-00 |=-0

folgt. Schreibt man hingegen

y(m,n) = ¥ I h(mn,k,1) x(m-k,n-1) , (248.4)
k=-0° |=-oo

liegt eine lineare verschiebungsvariante Filterung vor, da die Impulsantwort

h(m,n,k,1) jetzt auch von den Variablen m,n des Ausgangssignals y(m,n) abhingt.
Wihlt man beispielsweise

w(m,n) fir k=1=0
h(m,n,k,1) = (248.5)
0 sonst ,
erhiilt man aus (248.4)
y(m,n) = w(m,n) x(m,n) . (248.6)

Stellt w(m,n) ein zweidimensionales Rechteckfenster dar, fiir das

1 fiir me{m;,...my} und ne{n;,...,n,}
w(m,n) = (248.7)
0 sonst

mit my-m; = M-1 und ny-n; = N-1 gilt, liefert (248.6) die Signalwerte
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x(m,n) fir me{my,...my} und ne{n;,...,n,}
y(m,n) = (248.8)

0 sonst ,

die als Eingangssignalwerte eines weiteren Filters mit der Transformationsgleichung
(248.2)

yk,1) = ¢ly(k,1)] (248.9)

dienen konnen. Bei der Medianfilterung werden die MN Werte y(m,n) fiir me{m;,...,
my} und ne{n,,...,n,} derart in einen MNx1 Vektor y = (y;) geschrieben, daB fiir die
Komponenten y; gilt

Y1ISY2Sy3 ... SYMNN - (248.10)

Dann bezeichnet

Ymed = Y(MN+1)/2 » (248.11)
falls MN eine ungerade Zahl ist, oder

mm=%me+ymnu), (248.12)

falls MN eine gerade Zahl ist, den Median. Das Medianfilter liefert als Ausgangssignal-
wert y(k,1) an der Stelle k = k; und 1 = 1; den Median der Eingangssignalwerte. Wer-
den fiir die Rechteckfensterweiten M und N ungerade Zahlen vorausgesetzt, bestimmen
sich m; und n; in (248.7) zu m; = k;-(M-1)/2 und n, = 1;-(N-1)/2 sowie my und n; zu
mp = k+(M-1)/2 und ny = 1+(N-1)/2. Man erhilt dann mit (248.11)

Y(Ki,11) = Ymed = Yun+1)/2 - (248.13)

Das Medianfilter ist aufgrund der Anordnung (248.10) ein nichtlineares verschiebungs-
variantes Filter und bewirkt eine Glittung des Eingangssignals. Es besitzt gegeniiber den
linearen Glittungsfiltern, wie den im Kapitel 245 vorgestellten Rechteck- und Binomial-
filtern, den Vorteil, da} AusreiBer eliminiert werden (Jihne 1989, S.122; Bates und
McDonnell 1989, S.229). Dies zeigt auch das folgende Beispiel.

Beispiel 1: Gegeben seien die Eingangswerte x(m,n) fiir m,ne{0,...,5)} der folgenden
Tabelle. Gesucht ist der mediangefilterte Ausgangswert y(3,3), wobei fiir die Fenster-
weiten M = N = 3 gesetzt wird. Mit m; = ny = 2 und my = ny = 4 ergibt sich der Vektor y
mit den ihren Betriigen nach sortierten Komponenten y; fiir ie{1,...,9)} des Datenfen-
sters y(m,n) aus (248.8) fiir m,ne{2,3,4} zu

y =1[1,2,2,2,3,3,4,4,16] ' .
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x(m,n) | n=0 1 2 3 4 5
m=0 3 2 4 6 3 4
1 2 2 5 0 2 3
2 3 114 2 212.
3 2 013 1 44
4 1 013 2 1613
5 2 0 0 3 1 2

Vach (248.13) folgt dann

y(3,3) =3 .
3ei dem Wert 16 fiir x(4,4) handelt es sich offensichtlich um einen Ausreifier. Die Me-

lianfilterung an dieser Stelle lautet

y(4,4) =3 . A

iin nichtlineares verschiebungsinvariantes Filter wird beispielsweise durch die Filter-
rleichung

y(m,n) = x(m,n)'/2 (248.14)
lefiniert. Bezeichnet man das Ausgangssignal y(m,n) aus (245.32) mit y;(m,n) und das
\usgangssignal y(m,n) aus (245.35) mit y,(m,n), erhilt man mit

x(m,n) = yy(m,n)? + yy(m,n)? (248.15)

lie vollstindige Filtergleichung mit den Sobeloperatoren zur Extraktion beliebig orien-
ierter Kanten (Kraus 1990, S.511).

Neitere Einzelheiten und Beispiele fiir verschiebungsvariante und nichtlineare Filter sind
sei (Jdhne 1989, S.122; Wahl 1989, S.76; He 1989, S.112) zu finden.
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3 Stochastische Signale

Physikalische, geometrische oder chemische GroBen konnen zeitlichen Anderungen un-
terworfen sein, die zufillig verlaufen und exakt nicht vorhersagbar sind. Als Beispiel sei
die Héhe von Grundwasserstiinden iiber einen liingeren Zeitraum genannt. Zur Beschrei-
bung dieser Phinomene lassen sich daher die im Kapitel 2 behandelten deterministischen
Signale nicht verwenden. Man bendtigt stochastische Signale, die sich in Abhingigkeit
von der Zeit zufillig verhalten. Vollig unregelméBig verlaufen die zeitlichen Anderun-
gen der Signale im allgemeinen aber nicht, gewisse Intervalle, in denen sich die Werte
bewegen, und Erhaltungstendenzen sind erkennbar. Die erwihnten Grundwasserstinde
werden beispielsweise bei stiindlicher Ablesung keine drastischen Spriinge aufweisen. Es
bietet sich daher zur Beschreibung eines solchen Phiéinomens an, eine Zufallsvariable als
Funktion der Zeit einzufiihren. Man erhilt dann als stochastisches Signal einen soge-
nannten stochastischen ProzeB.

Im folgenden werden zuniichst die eindimensionalen Zufallsprozesse behandelt und dann
spezielle Zufallsprozesse vorgestellt. Zur Darstellung dieser Prozesse werden Parameter
benotigt, die geschiitzt werden konnen. Anschliefiend folgt die Verallgemeinerung auf
Zufallsfelder, wobei die zweidimensionalen Markoff-Zufallsfelder mit ihren Gibbs-Ver-
teilungen im Hinblick auf die digitale Bildverarbeitung besondere Beachtung finden.



162

31 Eindimensionale Zufallsprozesse

311 Definitionen

Als stochastischen ProzeB, Zufallsproze oder Zeitreihe bezeichnet man eine Folge von
Zufallsvariablen

X(t,s) , (311.1)

die im Wahrscheinlichkeitsraum (S,Z,P) eines Experiments mit der Menge S der Ele-
mentarereignisse s, der Menge Z der zufilligen Ereignisse und der Wahrscheinlichkeit P
definiert sind. Der Index t ist Element der Indexmenge T und wird wie bei den determi-
nistischen Signalen mit der Zeit identifiziert, er kann aber beispielsweise auch die Ent-
fernung repriisentieren. Abgekiirzt wird

X(t) (311.2)

geschrieben, denn ein stochastischer ProzeB 148t sich als Folge vom Index t abhéngiger
Zufallsvariablen interpretieren,

Die Werte, dic ein stochastischer ProzeB fiir ein bestimmtes Elementarereignis s in Ab-
héngigkeit von t annimmt und fiir die im folgenden fast ausschlieBlich reelle Zahlen
vorausgesetzt werden, bezeichnet man als eine Realisierung des Prozesses. Die Gesamt-
heit der Realisierungen fiir simtliche Elementarereignisse nennt man Ensemble. Die
Temperaturen in Abhéingigkeit von der Zeit in einem Punkt eines Raumes ergeben bei-
spielsweise die Realisierung eines stochastischen Prozesses. Ist das zugrunde liegende
Experiment derart definiert, daB die Temperaturen verschiedener Punkte des Raumes be-
trachtet werden, dann bildet der Temperaturverlauf in allen Punkten das Ensemble des
stochastischen Prozesses.

Die Elemente s der Menge S der Elementarereignisse konnen abzihlbar oder iiberabzihl-
bar sein. Fiir vorgegebenes t bildet dann X(t) im ersten Fall eine diskrete Zufallsvaria-
ble und im zweiten Fall eine stetige Zufallsvariable (Koch 1987, S.96). Ebenso kénnen
die Elemente t der Indexmenge T mit T = Ny oder T = Z abzéhlbar oder mit T = R iiberab-
zihlbar sein. Fiir vorgegebenes s liegt dann im ersten Fall der stochastische Proze nur
an diskreten Zeitpunkten vor, wihrend er im zweiten Fall kontinuierlich gegeben ist. Ein
diskreter stochastischer ProzeB mit T = Z oder T = Ny wird in Ubereinstimmung mit der
Notation (211.3) fiir das diskrete Signal x(n) mit

X(n) fir ne I =(0,21,42,...} oder ne Ny = (0,1,2,...} (311.3)
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bezeichnet. Im folgenden werden iiberwiegend abzihlbare Mengen S und T angenom-
men. Die diskreten stochastischen Prozesse kann man sich wieder, wie in den Kapiteln
215 und 232 fiir die deterministischen Signale erliutert, durch Abtastung der kontinuier-
lichen stochastischen Prozesse entstanden denken.

Gilt fiir die Indexmenge T = Z oder T = R, ergibt sich ein eindimensionaler stochasti-
scher ProzeB oder Zufallsproze8. Ist die Folge der Zufallsvariablen nicht von einem ska-
larwertigen Index t, sondern von einem n-dimensionalen Vektor t abhiingig, gilt also T
= R", dann folgt ein n-dimensionaler ZufallsprozeB oder n-dimensionales Zufallsfeld. Lie-
gen keine eindimensionalen Zufallsvariablen, sondern mehrdimensionale Zufallsvaria-
blen vor, ergeben sich vektorielle Zufallsprozesse oder vektorielle Zufallsfelder. Sie wer-
den zusammen mit den Zufallsfeldern im Abschnitt 36 behandelt. Wegen der héheren
Dimension der Zufallsvariablen bezeichnet man vektorielle Zufallsprozesse auch als mul-
tivariate Zufallsprozesse und vektorielle Zufallsfelder als multivariate-multidimensionale
Zufalilsprozesse. Diese Bezeichnungen werden im folgenden aber nicht verwendet.

Enthiilt die Indexmenge T abziihlbar viele Elemente t;, ergibt der stochastische ProzeB
X(t;) abzdhlbar viele Zufallsvariablen. Die gemeinsame Verteilungsfunktion dieser Zu-
fallsvariablen, die gemeinsame Dichte und die Momente kdnnen dann wie fiir mehrdi-
mensionale Zufallsvariablen definiert werden. Sind dagegen die Elemente t der Menge T
{iberabzihlbar, fithrt der stochastische ProzeBl X(t) auf Zufallsvariablen unendlicher Di-
mension. Beriicksichtigt man aber in dieser unendlichen Menge jeweils nur endlich viele
Elemente t;eT, beispielsweise ie{0,1,...,n}, liBt sich wieder mit der Verteilungs-
funktion einer (n+1)-dimensionalen Zufallsvariablen arbeiten, die definiert ist durch

F(x0,... Xp3t0,.--tp) = P(X(tg) < xq,...,X(ty) < Xxp) , (311.4)

worin F die Verteilungsfunktion, P die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses X(tg) < xg,
..., X(ty) < x, fiir beliebige xo, . . . ,x, bedeuten (Koch 1987, S.102). Diese endlich di-
mensionale Verteilungsfunktion mu noch gewissen Symmetrie- und Konsistenzbedin-
gungen geniigen (Jaglom 1959, S.7; Lamperti 1977, S.250), um als Verteilungsfunktion
eines stochastischen Prozesses X(t) zu existieren.

Hiufig wird die Verteilungsfunktion eines stochastischen Prozesses nicht bekannt sein,
so daB mit ihrer Hilfe die statistischen Eigenschaften eines stochastischen Prozesses
nicht zu beschreiben sind. Man muB sich dann mit den Momentfunktionen fiir das erste
und zweite Moment der Zufallsvariablen des Prozesses begniigen.
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312 Erwartungswert-, Autokovarianz- und Kreuzkovarianz-
funktion

Mit der durch Differentiation der Verteilungsfunktion (311.4) folgenden Wahrscheinlich-
keitsdichte, kurz Dichte genannt, und den Randdichten ergibt sich die von t abhiingige
Erwartungswertfunktion j(t) des stochastischen Prozesses X(t) als erstes Moment
(Koch 1987, S.108) zu

p(t) = E(X(t)) = [ xp(x;t)dx , (312.1)

worin x die Werte und p(x;t) die Dichte von X(t) bezeichnen. Die Momentfunktion
K(ty,t2) mit t;,t, € T des zweiten Momentes des stochastischen Prozesses X(t) folgt
mit der Dichte p(x,x3;t1,t2) von X(t;) und X(t,) zu

K(t1,12) = EQX(t)X(t2)) = [ [ xixop(x1,%2; Uy, tz)dxdx; . (312.2)

Sie wird manchmal als Autokorrelationsfunktion bezeichnet. Fiir t; = t, = t ergibt
K(t, t) die durchschnittliche Leistung des stochastischen Prozesses X(t)

E([X(1)1%) = K(t,1) . (312.3)
Diese Bezeichnung folgt aus einer Analogie zur Elektrotechnik. Die elektrische Leistung
P ergibt sich aus dem Produkt von Spannung U und Stromstiirke I zu P = UI. Aufgrund
des Ohmschen Gesetzes I = U/R, worin R den Widerstand bezeichnet, gilt weiter P = I2R

= U2/R. Reprisentiert nun X(t) die Stromstéirke oder die Spannung, so ist (312.3) propor-
tional zu einer durchschnittlichen Leistung.

Die Autokovarianzfunktion C(t,, t,) ergibt sich mit

C(t1,t2) = E(IX(t1)-u(t )X (t2)-u(t2)D)

0 oo

= [ (xp-p(ty)) (x2-p(t2))p(xy,Xg; ty, t2)dxdx, (312.4)

als zweites zentrales Moment. Gilt t; = t; = t, folgt mit C(t,t) die Varianzgfunktion
o%( t) des Prozesses, also

(1) = C(t,t) . (312.5)

In Ubereinstimmung mit der Bezeichnungsweise in der Statistik wird nicht (312.2), son-
dern die mit

p(ty,ta) = C(ty,ta) / [C(ty,11)C(ta,15)]1/2 (312.6)
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normierte Autokovarianzfunktion p(t,t;) hiufig Autokorrelationsfunktion genannt.
Diese Bezeichnung soll im folgenden beibehalten werden. Fiir vorgegebenes t; und t;
entspricht niimlich die Autokorrelationsfunktion dem Korrelationskoeffizienten in der
Statistik. Es gilt daher (Koch 1987, S.112)

1< p(taty) S 1. (312.7)

Fiir zwei stochastische Prozesse X(t) und Y(t) ist die Kreuzkovarianzfunktion
Cxy(tq,t3) definiert durch

Cay(t1,t2) = E(X(t1)-px(t )Y (t2)-py(12)]) (312.8)
mit
ux(t) = E(X(t)) und py(t) = E(Y(t)) .

Gilt Y(t) = X(t) und t; = t5 = t, ist die Kreuzkovarianzfunktion mit der Varianzfunk-
tion 6%(t) aus (312.5) identisch.

Die Momentfunktionen eines diskreten stochastischen Prozesses X(n) gemidf (311.3)
sind ganz analog definiert. Man braucht lediglich t durch n und ty, t; durch ny,n; zu
ersetzen und erhilt

ﬂ(n)’ K(nl’nl)’ C(nlonZ)v 62(“)9 p(nlan)o ny(nl’n2) . (3129)

Die Werte der Auto- oder Kreuzkovarianzfunktion fiir vorgegebenes ty,t, oder
n;,ny bezeichnet man als Autokovarianzen oder Kreuzkovarianzen.

Beispiel 1: Ein stochastischer Prozef sei durch eine harmonische Schwingung in
der Darstellung (212.6) mit

X(t) = C(coswptcosptsinagtsing) , teT
gegeben, in der die Amplitude C sowie die Kreisfrequenz wy Konstanten und der Phasen-
winkel @ eine Zufallsvariable darstelle, deren Dichte p(¢9) durch die Gleichverteilung

I/n fir O<op<n=m
p(p) =
0 sonst
gegeben sei. Die Erwartungswertfunktion g(t) von X(t) berechnet sich nach (312.1) zu
n
p(t) = f C(cosmotcoswsina)otsinqa)%@ = i—csinwot .
0

Die Momentfunktion K(t,t,) des zweiten Momentes von X(t) folgt nach (312.2) mit

T
K(ty.tp) = J Cz(coswotlcoswsinmotlsimp)(cosa)otgcoswsinwotzsinq))%@
0
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(costpt 1cOSWt 2CO82P+sinagt Sinagt ,5inp

I
N
O—3a

+(coswpt (sinwgt o +sinwgt (coswgt, ) singcosp)do

C2
=5 costp(ti-ta) .

Wihrend die Erwartungswertfunktion p(t) des vorgegebenen Prozesses von t abhiingt,
ist K(ty, t,) lediglich von t,-t, abhingig. A

313 Stationaritit

Durch die Stationaritit lassen sich stochastische Prozesse charakterisieren, die sich in
einem stabilen Zustand befinden und sich nicht mit der Zeit entwickeln. Man bezeichnet
einen stochastischen ProzeB als im engeren Sinne stationdr, wenn seine Verteilungsfunk-
tion invariant gegeniiber einer Verschiebung des Ursprungs von t ist. Mit (311.4) gilt
also fiir beliebige tg, ..., t,eT und t;+heT mit ie{0,...,n}

F(Xg,...,Xp;toth, ..., tp+h) = F(xp,...,Xpitp,...,tp) . (313.1)

Identifiziert man wieder mit t die Zeit, dann bedeutet (313.1), da die statistischen
Eigenschaften eines stationiiren Prozesses nicht mehr von den Zeitpunkten, sondern von
Zeitdifferenzen abhingen.

Ein im engeren Sinne stationiirer ProzeB X( () besitzt einen konstanten Erwartungswert 4
E(X(t)) = u (313.2)
und eine nur von der Differenz 7 abhingige Momentfunktion
K(ty,ts) = K(7) = EX(t)X(t#1)) mit T = ty-ty , (313.3)

denn die aus (313.1) folgenden Dichten sind fiir alle Zeitpunkte teT unveréindert, so daf3
aus (312.1) die Beziehung (313.2) folgt. Weiter gilt fiir die Dichte p(x;,X2;t;,t3) in
(312.2) wegen (313.1)

P(X1,X25t1,t2) = p(Xq,Xz; ty+h, La+h) = p(xq,Xx3;T) mit T = t5-t; , (313.4)

denn die Differenz t,-t, ist invariant gegeniiber der Verschiebung des Ursprungs von t,
und t,. Die Substitution von (313.4) in (312.2) ergibt (313.3).

Fiir einen im weiteren Sinne stationidren oder schwach stationéren Prozell X(t) gilt ledig-
lich, daB seine Erwartungswertfunktion E(X(t)) eine Konstante y ist und daB seine Mo-
mentfunktion K(t, t;) von der Differenz 7 abhingt
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E(X(t)) = pu und K(ty,tp) =K(1) mit 7= ts-t; . (313.5)

Die Stationaritiit im weiteren Sinn ist also auf das erste und zweite Moment beschrinkt.
Ein im engeren Sinne stationdrer ProzeB ist auch stationdr im weiteren Sinne. Die Um-
kehrung gilt im aligemeinen nicht. Die Ausnahmen bilden die im Kapitel 321 behandel-
ten GauB-Prozesse, die die Normalverteilung besitzen, deren Parameter durch das erste
und zweite Moment bestimmt sind (Koch 1987, S.135).

Da der Erwartungswert eines stationdren Prozesses eine Konstante ist, gilt wegen
(312.4), daB auch seine Autokovarianzfunktion nur von 7 abhéngt

C(t1,tz) = C(7) = E([X(ty)-pl{X(t1#7)-p]) mit T = ty-t; . (313.6)
Seine Varianzfunktion (312.5) ist daher die konstante Varianz ¢®

o%(t) = C(0) = o> . (313.7)
Weiter folgt C(t;,t) = C(t,,t;) aus (312.4), so daB sich mit (313.6)

C(7) =C(-D (313.8)
ergibt. SchlieBlich erhilt man aus (312.7)

|C(7)| < C(0) . (313.9)

Die Autokovarianzfunktion eines stationdren Prozesses ist also wegen (213.16) und
(313.8) eine gerade und wegen (313.9) eine beschriinkte Funktion.

Beispiel 1: Ein stochastischer ProzeB sei durch eine harmonische Schwingung in der
Darstellung (212.6) mit

X(t) = A coswgt + B sinmpt

gegeben, in der A und B voneinander unabhingige Zufallsvariablen darstellen, die gleich-
verteilt sind mit

1/(2C) fir -C<A<C
p(A) =
0 sonst

und fiir B entsprechend. Die Erwartungswertfunktion p(t) von X(t) ergibt sich zu einer
Konstanten, denn es gilt mit (312.1)

u(t) = E(Acoswgt) + E(Bsinggt)

C
J (Acosapt g-é + Bsinagt g-g)
-C

0.
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Mit diesem Ergebnis folgt fiir die Autokovarianzfunktion C(t;, t;) aus (312.4), da A und
B voneinander unabhingig sind und ihre gemeinsame Verteilung aus dem Produkt ihrer
Verteilungen sich ergibt (Koch 1987, 5.106),

¢ c : . dA dB
C(ty,ty) = I I (Acosagt +Bsinagt ;) (Acostgt ,+Bsinfgt ) T IC
-C -C
1 ¢ 2 2. .
— | (Acosaptcostpt+B*sinwgt ;singt,
-C

+ AB(cosagt ;sin@pt y+sinwgt ;costgt,) )dAdB

b Y]

c?.

S

Q ?%|...
N

(%- C3coswgt jcostigt 2+2BCsinagt ;sinwgt ;) dB

OO

2
=3 (cosmpt (coswpt y+sinagt sinwyt,) = g- coswg(ty-ty)
=C(t) mit T = to-t; .

Damit ist der vorgegebene stochastische Proze im weiteren Sinne stationir. A

Die Kreuzkovarianzfunktion (312.8) der stationdren Prozesse X(t) und Y(t) ergibt sich
analog zu (313.6) als Funktion nur von 7

Cry(t1,t2) = Cyy(T) mit T = ty-t) . (313.10)
Wegen Cyy(ty,t2) =Cyx(ta, 1) aus (312.8) gilt auBerdem
Cry(7) = Cyu(-7) . (313.11)

Fiir einen diskreten Proze X(n) gemiB (311.3), der stationdr ist, erhilt man mit (312.9)
anstelle von (313.6) die nur von k abhéngige Autokovarianzfunktion

C(ny,ny) = C(k) = E([X(ny)-p] [(X(ny+k)-p])
mit k = ny-n; und ke{0,f1,%2,...} . (313.12)
Sie besitzt anstelle von (313.8) und (313.9) die Eigenschaften
C(k) = C(-k) sowie |C(k)| <C(0) . (313.13)

Fiir die beiden stationiiren diskreten Prozesse X(n) und Y(n) erhiilt man die Kreuzkova-
rianzfunktion zu

Cry(ni,ny) = Cyy(k) mit k =ny-n; und ke{0,%1,£2,...} , (313.14)
fiir die nach (313.11) gilt
ny(k) = ny(’k) . (313.15)
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Fiir stationiire Prozesse gibt man hdufig Autokovarianzfunktionen vor, oder man paBt
eine geschitzte Autokovarianzfunktion - die Schitzung von Autokovarianzen wird im
Kapitel 333 behandelt - einer vorgegebenen Funktion an. Im allgemeinen geht eine
Autokovarianzfunktion C(7) mit wachsendem t gegen Null. Thre Abklingeigenschaft
wird mit Hilfe der Halbwertsbreite Ty angegeben, fiir die

C(Tp) = 6%/2 mit C(0) = &® (313.16)

gilt, wobei o2 nach (313.7) die Varianz bedeutet. Zwei hiufig verwendete Autokova-
rianzfunktionen sind in den folgenden beiden Beispielen angegeben, eine umfangreiche
Zusammenstellung von Autokovarianzfunktionen befindet sich in (Meier und Keller
1990, S.190).

Beispiel 2: Die Autokovarianzfunktion vom Exponentialtyp eines stationdren Prozesses
ist durch

c(t) = 0% @ mit a>0 (313.17)

gegeben, worin a den Parameter der Autokovarianzfunktion bezeichnet. Ihre Halbwerts-
breite 7o berechnet sich wegen (313.16) zu

To = In2/a . (313.18)
A

Beispiel 3: Die Autokovarianzfunktion nach Hirvonen (1962) ist durch

c(r) = -2
(1) = — (313.19)
1+(t/a)

gegeben. Die Halbwertsbreite 7y ist durch den Parameter a bestimmt

Tp = a . (313.20)
A

314 Spektrum

Durch die Fourier-Transformation (214.2) wird das Spektrum eines deterministischen
und aperiodischen Signals erhalten. Das Spektrum 148t sich dann mit Hilfe der Frequenz-
antwort eines linearen Systems nach (216.16) in einer Weise modifizieren, daB der Fre-
quenzinhalt gewiinschte Eigenschaften aufweist. Dieser Vorgang wird als Filterung be-
zeichnet.

Den Frequenzinhalt stochastischer Signale mochte man ebenfalls untersuchen und modi-
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fizieren. Fiir die stochastischen Prozesse ergibt sich allerdings die Schwierigkeit, daB
deren Fourier-Transformationen im allgemeinen nicht existieren. Dies liegt darin begriin-
det, daB fiir die Ableitung der Fourier-Transformation (214.2) zeitbegrenzte Signale vor-
ausgesetzt werden, die sich nicht bis ins Unendliche erstrecken. Die Signale miissen
nach (214.6) absolut integrierbar sein. Diese Bedingung ist fiir einen stationéiren ProzeB,
dessen Erwartungswert nach (313.2) eine Konstante ist, nicht erfiillt.

Dagegen ist die Autokovarianzfunktion C(t) eines stationfiren und daher in einem stabi-
len Zustand sich befindlichen Prozesses im allgemeinen eine zeitbegrenzte Funktion, die
aufgrund von (313.9) beschriinkt ist. Ihre Fourier-Transformation 148t sich nach (214.2)
berechnen, und man bezeichnet sie als Leistungsspektrum, Spektraldichtefunktion oder
kurz Spektrum S(®) eines stationiiren Prozesses

S(w) = J C(v)e % . (314.1)
Das Spektrum reprisentiert, wie im folgenden gezeigt wird, den Frequenzinhalt eines
stationéiren Prozesses.

Mit Hilfe der inversen Fourier-Transformation (214.2) kann die Autokovarianzfunktion
C(7) durch das Spektrum S(w) dargestellt werden

C(1) = %T S(w)e!®do . (314.2)

Diese Beziehung, deren Herleitung nachfolgend kurz angegeben wird, wird auch als
Theorem von Wiener-Khintchine bezeichnet, das zuerst von Wiener (1930) und dann un-
abhiingig von Khintchine (1934) abgeleitet wurde.

Fiir 7 = 0 erhilt man mit (313.7) aus (314.2)

@ = C(0) = ‘Z_”T S(w)do . (314.3)

Die Varianz 62 eines stationiiren Prozesses ergibt sich also aus der Fliche S(w)/2n des
Spektrums, wobei S(#)de den Beitrag des sehr schmalen Frequenzbandes dw zu der Va-
rianz enthilt. Fiir stationdre Prozesse X(t) mit E(X(t)) = 0 folgt aus (312.3)

E(IX(1)]%) = C(0) = 2= J S(a)do , (314.4)

so daB die Fliche S(®)/2n die durchschnittliche Leistung des Prozesses angibt. Daher
rithrt der Name Leistungsspektrum, unter dem aber auch die Fourier-Transformation der
Momentfunktion K(7) nach (313.3) verstanden wird, so dafl (314.4) ohne die Spezialisie-
rung E(X(t)) =0 gilt.

Definiert man das Spektrum als Fourier-Transformation der Autokorrelationsfunktion
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p(7) aus (312.6) und bezeichnet es mit S(®), dann folgt wegen (313.7) und wegen p(0)
=1 aus (314.4)

%—ﬂ T S(wydo =1 mit S(w) = S(w)/0* ,

so daB S(w) die Eigenschaft der Wahrscheinlichkeitsdichte einer Verteilung besitzt. Sie
begriindet die Bezeichnung Spektraldichtefunktion.

Um die Herleitung des Theorems von Wiener-Khintchine kurz anzudeuten, wird ein im
weiteren Sinne stationédrer ProzeB X(t) mit dem Erwartungswert E(X(t)) = 0 wie ein
deterministisches Signal durch eine Fourierreihe dargestellt. Mit (213.2) und (213.10)
ergibt sich, falls kay = @ gesetzt wird und falls in Ubereinstimmung mit der inversen
Fourier-Transformation (214.2) der Faktor 1/27 eingefiihrt wird,

K .
X(t) = 5= 3 Dyel®! (314.5)
k=-K
Hier sei X(t) ein komplexwertiger stochastischer Prozel, und die Amplituden Dy seien
komplexe Zufallsvariablen mit E(Dy) = 0, fiir die Unabhiingigkeit, also

E(D*D;) = 0 fir k # 1 (314.6)

gelte, wobei Dy* die konjugiert komplexe Grofie bedeutet. Die benutzte Definition des
zweiten Moments komplexer Zufallsvariablen stellt eine sinnvolle Erweiterung der ent-
sprechenden Definition fiir reelle Zufallsvariablen dar.

Mit K - e erhidlt man aus (314.5) eine spektrale Darstellung fiir X(t), falls die Frequen-
Zen o_g,0_g41,. - - , 0 sich gegenseitig ohne Grenzen annéhern, Fiir den Grenziibergang
definiert man den Zuwachs D(®) der Amplituden D, durch ihre Summe mit

D(w) = XD, (314.7)
BK<0
wobei wegen (314.6) gilt
E([D(@;)-D(9)-1)1*[D(@) -D(@p-1)]) =0 fiir 1 <m - 1. (314.8)

Den komplexwertigen stochastischen ProzeB D(w) bezeichnet man daher als stochasti-
schen ProzeB mit unabhingigen Zuwichsen. Die spektrale Darstellung von X(t) folgt
nun aus (314.5) mit

K

KO = 32 Qa0 77 2 D@0 D@01} (314.9)

Der Grenzwert ist durch das Stieltjes-Integral (Fichtenholz 1987, S.81)
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X(t) = %? ei°tdn(w) (314.10)

bestimmt. Es stellt eine Verallgemeinerung der Fourier-Transformation (214.2) insofern
dar, als der komplexwertige ProzeB X(t) als Fourier-Transformation des Differentials
dD(@w) des komplexwertigen Prozesses D(#) mit unabhiingigen Zuwichsen gefunden
wird. Damit hat man die spektrale Darstellung eines stationdren stochastischen Prozesses
srhalten (Doob 1953, S.527; Jaglom 1959, S.29; Priestley 1981, S.246). Der differentiel-
le ProzeB dD(w) 1dBt sich im allgemeinen nicht angeben, doch wie mit (314.14) gezeigt
wird, kann man E([dD(w)]?) mit Hilfe des Spektrums S(@) ausdriicken.

Wird der stochastische Proze X(t) einer im Kapitel 222 definierten BandpaBfilterung
mit einem sehr schmalen Frequenzband do = @,-®, unterworfen, folgt fiir den gefilterten
ProzeB X(dw, t) aus (314.10)

X(do, t) = 12-” e1%24p(a) . (314.11)

Der Beitrag E([X(dw,t)]?) = E(X(dw, t)X*(dw,t)) des Bandes do zur durchschnittli-
chen Leistung des gefilterten Prozesses berechnet sich hieraus zu

E([X(dw,t)]1?) = L E([dD(0)]?) . (314.12)
4n?

Fithrt man als Spektrum S(@) des Prozesses die Funktion ein, die die Dichte der Lei-
stung in Abhingigkeit von der Frequenz @ darstellt, dann 148t sich der Beitrag (314.12)
des Frequenzbandes d zur Leistung ausdriicken durch

E([X(da, t)]?) = %TI S(w)do (314.13)
ader
E([dD(0)]2) = 2% S(a)do , (314.14)

falls die Konstanten wie in (314.4) gewihlt werden.

Mit Hilfe der Spektraldarstellung (314.9) wird jetzt nach (313.6) die Autokovarianzfunk-
tion C(7) berechnet. Man erhélt mit (314.8) und (314.14)

C(7)

E(X*(t)X(t+1))

_lim ,lim 1 § gej(-(nktml(tn))

T Kaw ((ﬂm'mm—l)-)o E k=-K 1=-K

E([D(ax)-D(@y—1) 1*[D(@1)-D(@1-1)]1)}
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. . K
_lim (lim 1 jaT
= koo (0getpy0 T 2 & S(@do)

. 1 S(@)eld

fiir me{k,1} und folglich (314.2), ndmlich die Autokovarianzfunktion C(t) als inverse
Fourier-Transformation des Spektrums S().

Da die Autokovarianzfunktion wegen (313.8) eine gerade Funktion ist, ist nach (214.7)
ihre Fourier-Transformation reell, so daB in (314.1) sofort S(w) anstelle von S(jo) ge-
schrieben wurde. Weiter folgt aus (214.7), da8 S(®») nach (213.16) eine gerade Funktion
ist

S(0) = S(-0) (314.15)
und daB gilt
S() = J C(t)cosordr mit C(7) = 3= | S(w)cosordn . (314.16)

Die zweite Beziehung in (314.16) laBt sich durch eine (214.7) entsprechende Zerlegung
zeigen. SchlieBlich ist das Spektrum S(@) nicht negativ

S(w) 20, (314.17)
wie mit (341.6) gezeigt wird.

Das Spektrum S(®) wurde in (314.1) fiir stationére Prozesse eingefiihrt. Fiir nicht statio-
niire Prozesse ist es moglich, fiir die zeitabhingige Autokovarianzfunktion (312.4) ein
zeitabhiingiges Spektrum einzufiihren, worauf hier aber nicht eingegangen wird.

Das Kreuzspektrum ist die Fourier-Transformation der Kreuzkovarianzfunktion Cyy(7)
der stationiren Prozesse X(t) und Y(t)

$4(j0) = | Coy(m)ei%ar | (314.18)
Mit (313.11) folgt hieraus
Sxy(j®) = Syx(-jo) = Sy*(jo) (314.19)
Aus der inversen Fourier-Transformation ergibt sich
Cay(T) = %ﬁ}o Sy, (j0)e/%do . (314.20)

Um das Spektrum eines diskreten stationdren Prozesses X(n) zu erhalten, ist zu beach-
ten, daB auch die Autokovarianzfunktion C(k) aus (313.12) nur an diskreten Stellen vor-
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liegt. Nimmt man wie im Kapitel 215 an, daB mit
C(k) = C(7 = kA7)

die diskrete Autokovarianzfunktion C(k) durch Abtastung der kontinuierlichen Autoko-
varianzfunktion C(7) in (313.6) entsteht, wobei AT das Abtastintervall bezeichnet, dann
ergibt sich das Spektrum S(@) von X(n) mit (215.1) anstelle von (314.1) zu

S(w) = ¥ C(k)ei¥®™ (314.21)
k=-oo
Die diskrete Autokovarianzfunktion C(k) folgt durch die inverse Fourier-Transformation
(215.2) anstelle von (314.2) mit

Cek) = 4° S @)™y (314.22)
-n/At
Aus den Uberlegungen im Zusammenhang mit (215.2) folgt, daB das Spektrum S(w) pe-
riodisch ist mit der Periode 22/A7. Aus den Frequenzbindern do des Intervalls -z/AT< 0
< 7/ At berechnen sich die Beitriige von S(w)de zur Varianz o? des diskreten stationiren
Prozesses

AT n/At

@ =C0) =5 [ Sw)do . (314.23)
-n/At

Das Spektrum S(o) ist wieder reell und eine gerade Funktion und (314.16) entsprechend

gilt

n/At

3 , At
S(w) = l(E_(’OC(k)coskA’rm mit C(k) = T

; S(w)coskAtadw . (314.24)
At

Fiihrt man die Variablentransformation Q = At ein, ergibt sich anstelle von (314.21) und
(314.22)

S@ = ¥ Cye ™ und C(k) = 5;}' s(@)e/*%q . (314.25)
-n

k=-c0

Das Spektrum S(Q) ist jetzt mit 27 periodisch, und es wird -7 < Q < & gesetzt. Damit
entspricht Q der fiir (216.9) eingefiihrten normierten Frequenz. Substituiert man schlieB-
lich noch 27A = Q, ergibt sich mit

0 . 0,5 .
S(A) = I CKeI™ und ck) = | S(A)eI™dp (314.26)
-0,5

k=-o
das Spektrum S(A) mit der Periode 1, und es wird -0,5 <1 <0,5 gesetzt.
Anstelle von (314.18) lautet das diskrete Kreuzspektrum
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©0

I -k _1 7 kO
Sxy(jQ) = kz Coy®)e T mit Cy(k) = 3= | S, (j2)e/%0 (314.27)
-n

und

Sxy(j) = Syx(-j@) = Sy*(jf) . (314.28)

Beispiel 1: Die Autokovarianzfunktion C(t) eines stationiren Prozesses sei mit der Kon-
stanten o> durch die Deltafunktion 8(7) mit

C(1) = 0%6(1) (314.29)
bestimmt. Mit (214.16) und (314.1) folgt dann das Spektrum S(#) zu

S(w) = 6% . (314.30)

A

Beispiel 2: Die Autokovarianzfunktion C() eines stationdren Prozesses sei vom Expo-
nentialtyp (313.17)

c(1) = o2 @™ | (314.31)
Zur Berechnung ihrer Fourier-Transformation (314.1) wird das Integral
T at -jar 1 -(atjo)e|” _ 1 a . 0
e el dt=- ——e = — = - (314.32)
(I) a+jo o ate " 2.0 a2+0?

ausgewertet. Da C(7) eine gerade Funktion ist, berechnet sich ihre Fourier-Transforma-
tion nach (214.7) aus dem Realteil des Integrals (314.32), multipliziert mit dem Faktor 2,
so daB fiir das Spektrum gilt

S(a) = 0°—22_ (314.33)

2, 2
a ™+ A

Beispiel 3: Die Autokovarianzfunktion C(7) eines stationdren Prozesses sei durch
(313.19) mit

C(1) = _o
1+(7/a)?

gegeben. Das Spektrum S(o) des Prozesses erhilt man aus (314.1) zu

00 2 .
S(w) = 0% [ 2— &% . (314.34)
-o{ a%+7?

Um dieses Integral zu losen, wird nach (314.2) die inverse Fourier-Transformation des
Spektrums (314.33) gebildet, die die Autokovarianzfunktion (314.31) ergibt, folglich
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2 o .
0_ze-alxl (23_7_[ I _2a eI%dn .
- a+o?

Durch Transformation der Variablen mit ® = -£ und 7 = o folgt das Spektrum S(®)
durch Vergleich mit (314.34) zu

S() = anc®e®® | (314.35)
A

Beispiele fiir Spektren diskreter stochastischer Prozesse befinden sich in den Kapiteln
325, 327, 377 und 378.
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32 Spezielle Zufallsprozesse
321 WeiBles Rauschen, GauB3- und Poisson-Prozesse

Im folgenden werden spezielle und besonders einfach zu beschreibende Zufallsprozess:
vorgestellt.

Einen stochastischen ProzeB X(t) bezeichnet man als weiBes Rauschen, wenn die Zu
fallsvariable X(t;) unabhiingig ist von X(ty) fiir t| # t,, so daB fiir die Autokovarianz
funktion

C(ty,ty) =0 fiir ty # ty (321.1
folgt (Koch 1987, S.111). Stationdres weiBes Rauschen wird mit der Konstanten 0,2 un
der Deltafunktion 6(7) durch die Autokovarianzfunktion

C(1) = 6,28(1) mit T = ty-t, (321.2
charakterisiert. Nach (314.30) ist dann sein Spektrum S(@) durch die Konstante

S(0) = o,’ (321.3

gegeben. In Analogie zum weiBen Licht sind alle Frequenzen im Spektrum vertreten, da
her der Name "weies Rauschen”. Da das Spektrum des stationiiren weiBlen Rauschen
konstant iiber simtliche Frequenzen  ist, ist nach (314.4) die durchschnittliche Leistun,
und nach (314.3) die Varianz des weiBien Rauschens unendlich groB.

Einen diskreten ProzeB X(n) bezeichnet man als weiles Rauschen, wenn die Zufallsve
riable X(n;) unabhingig von X(n,) ist fiir n; # n,. Mit der Varianz V(n,) = 6%(n;) vo
X(n;) folgt dann mit dem Einheitsimpuls d(n) aus (211.7) die Autokovarianzfunktio:
C(ny,ny)

C(ny,np) = 62(n;)d(ny-ny) . (321.4

Ist der diskrete ProzeB X(n) stationir, ist nach (313.7) die Varianzfunktion 02(01) =d
eine Konstante, und es ergibt sich mit (313.12)

C(k) = o’d(k) mit k = np-n; . (321.5
Sein Spektrum S(®) berechnet sich mit (212.9) nach (314.21)
S(w) = ¥ C(k)e ™ = &2 (321.6
k=-oo

zu der Konstanten ¢2.



178

linen stochastischen ProzeB X(t) bezeichnet man als GauB-ProzeB oder NormalprozeB,
venn fiir beliebige Zeitpunkte t mit te{tg,t,,...,t,} die entsprechenden Zufallsvaria-
llen, die im (n+1)x1 Vektor x zusammengefaBt seien, also x = (X(t;) ), die multivariate
Normalverteilung mit den Parametern y und X besitzen

x ~ N(u,2Z) . (321.7)
jauB-Prozesse haben Eigenschaften, die ihre Anwendung erleichtern. Zum einen folgt
ws (321.7), daB E(x) = p und D(x) = X gelten (Koch 1987, S.135). Man erhiilt daher aus
312.1) fiir die Erwartungswertfunktion des GauBl-Prozesses

E(X(ti)) = mit p= () (321.8)
ind mit (312.4) fiir die Autokovarianzfunktion

C(ti,lj) = Ojj mit X = (aij) . (321.9)

Jurch das erste und das zweite zentrale Moment ist die Normalverteilung (321.7) ein-
leutig bestimmt. GauB-Prozesse, die im weiteren Sinne stationir sind, sind daher auch
m engeren Sinne stationdr. Auflerdem ist eine lineare Funktion normalverteilter Zufalls-
rariablen wieder normalverteilt (Koch 1987, S.140).

iin stochastischer Prozef3 heilt Poisson-Proze8, falls
X(t) =0 fir t <0

ind die Poisson-Verteilung mit der Dichte f(x) fiir X(t) mit t > 0 gilt

£(x) = e M @A) /x! . (321.10)

Jie Poisson-Verteilung gibt die Wahrscheinlichkeit des Eintreffens von x Punkten in
inem Zeitintervall der Linge t an, wobei das Eintreffen von Punkten in sich nicht iiber-
appenden Zeitintervallen voneinander unabhiingig sind. Bedeutet x beispielsweise die
\nzahl von Fahrzeugen, die in einem Zeitintervall t an einem Ort eintreffen, so ist A die
lurchschnittlich zu erwartende Anzahl der ankommenden Fahrzeuge pro Zeiteinheit, in
ler t definiert ist. Es gilt ndmlich mit (312.1) (Koch 1987, S.130)

E(X(t)) = At fir t >0 . (321.11)

das zweite Moment E([X(t)]?), das sich auf die gleiche Art wie das erste Moment be-
echnen lidt (Koch 1987, S.101), ergibt sich zu
E([X(1)1%) = At(At+1) . (321.12)

Jm die Momentfunktion K(t,,t;) nach (312.2) zu berechnen, wird das Intervall 0 < t;
. t in die beiden sich nicht iiberdeckenden Teilintervalle 0 < t <ty und t; £t < ty
erlegt
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K(t1,t2) = E(X(t)X(t2)) = EQX(t) [X(t2)-X(t))+X(t1)])
E(X(t) [X(t)-X(t)1+[X(t)1?) .

Da nach Voraussetzung die Ereignisse in den beiden Teilintervallen voneinander unab-
hiingig sind, ergibt sich mit (321.11) und (321.12)

K(ti,t2) = B(X(11))E(X(t2)-X(11)+E([X(11)]1?)
= A1 A(ty-t)+AL (AL +1) = At (1+4Atp) fiir tp >ty . (321.13)

Fiir t; > t, sind t, und t; in (321.13) zu vertauschen.

Da nach Voraussetzung die Ereignisse in sich nicht iiberdeckenden Teilintervallen von-
einander unabhiingig sind, gilt mit den nach der Gr8Be geordneten Elementen tg,t;,
..., 1ty der Indexmenge T, daB die durch die folgenden Differenzen gebildeten Zufalls-
variablen des Poisson-Prozesses

X(t1)-X(to) . X(t2)-X(ty),. ... X(ty)-X(tp1) (321.14)

voneinander unabhiingig sind. Man erhilt also einen stochastischen Proze mit unabhéin-
gigen Zuwiichsen, der im Zusammenhang mit (314.7) definiert wurde.

Beispiel 1: Personen vor den Schaltern einer Bank oder Programme, die auf die Bearbei-
tung in einem Rechner warten, bilden eine Warteschlange. Zur Entwicklung von statisti-
schen Modellen fiir die Warteschlangen muB der stochastische ProzeB der Anzahl dei
Ankiinfte bis zum Zeitpunkt t definiert werden. In der Regel nimmt man fiir diesen Pro-
zeB einen Poisson-ProzeB an (Heller u.a. 1978, S.179; Mathar und Pfeifer 1990, S.183)

.

322 Markoff-Prozesse und Markoff-Ketten

Es gibt Phiinomene, deren Verhalten dadurch charakterisiert wird, dafl die zukiinftige
Entwicklung nur von der Gegenwart und nicht von der Vergangenheit bestimmt ist. Sol
che Phinomene werden durch Markoff-Prozesse oder Markoff-Ketten beschrieben. Triff
beispielsweise in einer Warteschlange zu jeder Zeiteinheit mit einer gewissen Wahr
scheinlichkeit ein Kunde ein und wird mit einer weiteren Wahrscheinlichkeit ein Kundk
bedient, so ist die Linge der Warteschlange zur Zeiteinheit n nur abhiingig von der Lin
ge der Schlange zur vorangegangenen Zeiteinheit n- 1, nicht aber von der Linge der wei
ter zuriickliegenden Zeiteinheiten.

Einen stochastischen Proze X(t) bezeichnet man als Markoff-ProzeB, falls fiir di
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/ahrscheinlichkeit des Ereignisses X(t,) < x, fiir belicbiges x, unter der Bedingung,
aB die Zufallsvariablen X(tg) bis X(t,_;) zu den vorangegangenen Zeiten die Werte
on Xxg bis x,-; annehmen, gilt

P(X(tq) < Xa|X(to) = x0,X(ty) = Xy, . X(tpo1) = Xp1)

= P(X(tn) < xp|X(tp-1) = Xp-1) - (322.1)

wsgehend von einem Zustand zur Zeit t,_) héingt also die weitere Entwicklung des sto-
hastischen Prozesses zur Zeit t, nur vom Zustand zur Zeit t,_; ab und nicht von der
orangegangenen Entwicklung.

yurch (322.1) wird ein Markoff-Proze8 erster Ordnung definiert. Fiir einen Markoff-Pro-
eB der Ordnung p gilt

P(X(tp) < x5|X(tg) = x0.X(t1) = Xy,...,.X(tp-1) = Xp-1)
= P(X(ta) < XalX(tac1) = Xncts-- - X(tacp) = Xnop) - (322.2)

4it den fiir die Verteilungsfunktion (311.4) getroffenen Voraussetzungen 14Bt sich die
farkoff-Eigenschaft (322.1) durch die bedingte Verteilungsfunktion ausdriicken

F(xn|X0:X1,- .- sXp-1) = F(xg|xp-1) (322.3)

o daB, falls sie nach x, differenzierbar ist, fiir die bedingte Dichte des Markoff-Prozes-
es folgt

P(Xn|X0sX1s ... Xpe1) = P(Xn|Xp1) - (322.4)
'benso wie (322.1) charakterisiert diese Beziehung die Markoff-Eigenschaft.
Ait Hilfe der Definition der bedingten Dichte (Koch 1987, S.105)

P(Ka Ko, K1 - Xgoy) = UKL o) (322.5)

rhiilt man anstelle von (322.4)

P(Xa|Xn-1)P(X0sX14 - - - s Xp-1) = P(X0,X1,---,Xp) - (322.6)
‘ntsprechend gilt auch

P(Xn-1]Xn-2)P(X0, X1, - - - 1 Xp-2) = P(X0:X15. . Xp1) -

etzt man dieses Ergebnis rekursiv in (322.6), folgt schlieBlich die gemeinsame Dichte
er Zufallsvariablen X(tg) bis X(t,) aus dem Produkt der bedingten Dichten

P(X0.X1,s.-.1Xg) = P(Xp|Xpo1)P(Xp—1|Xn2) - - . P(X1|X0)P(X0) - (322.7)

wch fiir den Markoff-ProzeB der Ordnung p gilt eine entsprechende Beziehung. Man
rhilt sie mit (325.40) aus (325.47) unter Beriicksichtigung der im Zusammenhang mit
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(325.24) erliduterten Notation.

Die Randdichte p(x,) von X(t,) ergibt sich aufgrund der Definition einer Randdichte
(Koch 1987, S.104) und der Definition (322.5) der bedingten Dichte zu

I p(xn—l sxn)dxn—l

-0

p(xn)

J P(Xa|Xa-1)P(Xp-1)dXp-1 - (322.8)

-00

Entsprechend erhilt man auch p(x,-;) und weiter p(x,—), so daB durch wiederholte
Substitution oder unmittelbar aus (322.7)

[

p(xn) = J...J p(Xp|Xo-1)P(Xn-t|Xn-2) - . . P(X1|X0) P(X0)dXp—1dXp2. . . dX
(322.9)

folgt. Sowohl die gemeinsame Dichte (322.7) als auch die Randdichte (322.9) erhiilt man
also aus der Dichte p(xo) von X(to) und den bedingten Dichten p(x;|xi-y).-

Ein Markoff-Prozef besitzt die Markoff-Eigenschaft (322.4) auch in umgekehrter Rich-
tung. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses zur Zeit t, unter der Bedingung, daf alle
zukiinftigen Ereignisse bis zur Zeit t,,, gegeben sind, héingt nur vom Ereignis zur Zeit
Lo+l ab

P(Xn|Xn+1+Xn42s - - Xpap) = P(Xn|Xn+1) - (322.10)

Wendet man niimlich auf der linken Seite von (322.10) die Definition (322.5) der be-
dingten Dichte an, erhiilt man mit (322.7)

P(Xg,Xpe1s- .- s Xpep) _ E"‘“*{""‘)?("“) )
P(Xns1s--- ’xn+p) P(Xn+1

Aufgrund des Bayes-Theorems (383.2) gilt aber fiir die rechte Seite

RCagy 1X)B0a) = pixy |xpun) (322.11)

so daB (322.10) folgt.

Die Markoff-Eigenschaft (322.4) kann man nicht nur in umgekehrter Richtung nachwei-
sen, sie gilt auch symmetrisch

P(Xn|X0:X1s - s Xn=1Xns1sXn42s - - - 1 Xm) = P(Xp|Xp—1.Xp+1) - (322.12)

Aufgrund dieser Eigenschaft lassen sich die Markoff-Prozesse auf Zufallsfelder verallge-
meinem, fiir die Nachbarschaften definiert sind. Hierauf wird im Kapitel 372 eingegan-
gen. Um die Richtigkeit von (322.12) zu zeigen, wird wie beim Beweis von (322.10)
vorgegangen. Die linke Seite wird durch (322.5) ausgedriickt und dann (322.7) angewen-
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det. Man erhiilt

p(XO’xl’---’xm) = X X, ) (X Xp—
P(Xo’ ce s Xp—1sXp4loe e ,xm) P(Xp41|Xn=1 . (322. 13)

Weiter ergibt sich zuerst mit (322.7) und dann mit (322.5) fiir

(Xgey | X p(in_f —P(Xp-1) _ E£§n$%§§57§n:Ll = p(Xns1+Xn|Xnot) -

Dieses Ergebnis auf der rechten Seite von (322.13) substituiert, fiihrt schlieBlich auf
(Koch 1990, S.49)

(;Exn;’l‘ ix:-.;g) = p(Xn|Xn-1,Xn+1)

und damit auf (322.12).

In einem Markoff-ProzeB ist die Zufallsvariable X(t,_;) unabhingig von der Zufallsva-
riablen X(t,,1), falls der Wert der Zufallsvariablen X(t,) gegeben ist, denn es gilt

p(xn+l’xn—l|xn) = p(xn+l|xn)P(xn—l|xn) - (322.14)

Mit der Definition (322.5) der bedingten Dichte und mit (322.7) kann man némlich die
linke Seite von (322.14) umformen

p(xu-o-l-xn—llxn) = L()Sn:‘lﬂ’%:)’—xﬂill = (x X [()xxnx —1)Pp(X5-1) »
so daB (322.14) mit (322.11) erhalten wird.

Ein stochastischer ProzeB mit unabhiingigen Zuwichsen gemi8 (321.14), der mit einer
Wahrscheinlichkeit von Eins mit X(tg) = xo beginnt, ist ein Markoff-Proze. Die Zu-
fallsvariable X(t,) dieses Prozesses 4Bt sich nidmlich mit

X(tg) = xot[X(t1)-X(to) J+[X(t2)-X(t)]+. . . +[X(t5)-X(tp1)]

als Summe unabhingiger Zufallsvariablen [X(t;)-X(t;_;)] darstellen. Die bedingte
Verteilung von X(t,) ist daher nur vom Wert fiir X(t,_;) abhéngig, so daB nach (322.4)
ein Markoff-ProzeB vorliegt. Ein Poisson-ProzeB ist daher ein Markoff-ProzeB, da der
Poisson-ProzeB, wie im Zusammenhang mit (321.14) erwiihnt, ein Prozel mit unabhéngi-
gen Zuwichsen darstellt.

Einen diskreten Markoff-Proze mit der Indexmenge T = Ny und einer abziihlbaren Men-
ge S von Elementarereignissen bezeichnet man als Markoff-Kette. Die Zufallsvariablen
X(n) der Markoff-Kette mit n € Ny sind also diskrete Zufallsvariable. Anstelle der Mar-
koff-Eigenschaft (322.1) definiert man fiir die Markoff-Kette

P(X(n) = x4|X(0) = x0,X(1) = xy,....X(n-1) = X,y)
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= P(X(n) = x,|X(n-1) = x,) . (322.15)

Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(X(n) = Xj |X(n-1) = x;) im Schritt n vom Wert x;
zum Wert x; bezeichnet man als Ubergangswahrscheinlichkeit. Abgekiirzt soll sie mit

pij(n) = P(X(n) = x;[X(n-1) = x;) (322.16)

bezeichnet werden. Da bei diskreten Zufallsvariablen die Wahrscheinlichkeit, daB die
Zufallsvariable einen bestimmten Wert annimmt, gleich der Dichte ist, bezeichnet
pij(n) auch die Dichte der Zufallsvariablen X(n) mit den Werten x; unter der Bedin-
gung, daB X(n-1) = x; gesetzt wird. Es gilt daher (Koch 1987, S.96)

2.} pij(n) =1, (322.17)
J
wobei iiber simtliche Werte x; zu summieren ist, die X(n) annehmen kann.

Die bedingte Dichte auf der rechten Seite der Markoff-Eigenschaft (322.4) ist fiir Mar-
koff-Ketten durch die Ubergangswahrscheinlichkeit (322.16) bestimmt, also

Pij(n) = p(x4]Xq-1) - (322.18)
Definiert man weiter die Randdichte p;(n) der Zufallsvariablen X(n) mit
pi(n) = P(X(n) = x;) , (322.19)

so entspricht dieser Dichte die Dichte p(x,) in (322.9), also
pi(n) = p(x,) . (322.20)

Aus (322.7) und (322.9) folgt nun, daB fiir Markoff-Ketten die gemeinsame Dichte der
Zufallsvariablen X(0) bis X(n) und die Randdichte der Zufallsvariablen X(n) aus der
Anfangsdichte p;(0) der Kette und den Ubergangswahrscheinlichkeiten p; j(k) folgen.
Fiir die gemeinsame Dichte ergibt sich aus (322.7)

P(X(0) = x0,X(1) = xy,....X(n) = x,)
= Po-1,n(n) .. .po,1(1)po(0) . (322.21)

Zur Berechnung der Randdichte muB anstelle der Integration die Summation treten. Man
erhilt aus (322.8)

pn(n) = P(X(n) = x,) = I P(X(n) = x4,X(n-1) = X(a-1).)

1

= L P(X(n) = x,|X(n-1) = x(g1) IP(X(n-1) = X(q1) )
i 1 ]

= 2 P(n-1) ,a{N)pP(a-1y (n-1) . (322.22)
i 1 1

Fiihrt man mit
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P(n) = (p;j(n)) (322.23)
die Matrix P(n) der Ubergangswahrscheinlichkeiten p; j(n) ein und mit
p(n) = (pi(n))
den Vektor der Randdichten, erhiilt man anstelle von (322.22) die Randdichte p,(n) zu
po(n) = (p' (n-1)P(n)),
oder den gesamten transponierten Vektor p(n)
p'(n) =p'(n-1)P(n) .
Entsprechend folgt auch p(n-1) und p(n-2) und so fort, so daB durch wiederholte Sub-
stitution
p' (n) = p'(0)P(1)P(2)...P(n) (322.24)

erhalten wird. Dieser Beziehung entspricht (322.9).

Beispiel 1: Im folgenden sollen die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir eine Irrfahrt auf
einem eindimensionalen Gitter mit absorbierenden Grenzen angegeben werden. Zu
einem Zeitpunkt n mit n € N befindet sich ein Gegenstand an der Position k mit
ke{0,1,...,s) eines Gitters. Zu jedem Zeitpunkt bewegt er sich um eine Position e, in
positiver Richtung mit e, = 1 oder in negativer Richtung mit e, = -1 auf dem Gitter mit
den Wahrscheinlichkeiten

P(en=l) =p und P(cn=-l) = 1-p .
Erreicht er die beiden Positionen k = 0 oder k = s, verldBt er sie nicht mehr.

Es sei X(n) der diskrete stochastische Proze, der durch die Position k zur Zeit n be-
stimmt wird, so da

X(n) =k mit ke{0,1,...,s)}

gilt. Weiter erhilt man

X(n-1)+e, fir 1 < X(n) < s-1
X(n) =
X(n-1) fir X(n) ¢ {0,s} .
Fiir X(n) ist (322.15) erfiillt, so daB eine Markoff-Kette vorliegt. Die mit (322.23) defi-

nierte Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten p; j(n) mit i,je{0,1,...,s} folgt
aus
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1I-p 0 p 0 0 O
0 1-p O 0 0 0
P(n) =
0 0 0 O0...1-p O p
0 0 0 O0. 0 0 1
Zum Zeitpunkt m gilt
P(m) = P(n) fir m#n . (322.25)
Eine Markoff-Kette, die diese Eigenschaft erfiillt, bezeichnet man als homogen. A

Beispiel 2: Bei einer Irrfahrt mit reflektierenden Grenzen verldBt der Gegenstand die
Grenze zum Zeitpunkt k+1, falls er sie zur Zeit k erreicht hat. Die Matrix P(n) der Uber-
gangswahrscheinlichkeiten ist dann wie folgt aufgebaut

0 1 0 ... 0 O 0]
1-p 0 p 0 0 0
0 1-p O 0 0 O
P =
0 0 0 ...1-p 0O p
L 0 0 o 0 10

Es gilt wieder wie im 1. Beispiel
P(m) = P(n) fiir m#n,

so daB die Markoff-Kette fiir die Irrfahrt mit reflektierenden Gittern homogen ist. A

323 Lineare kontinuierliche Systeme

Wie fiir die deterministischen kontinuierlichen Signale soll ein kontinuierliches Systen
einen stochastischen ProzeB X(t) mittels der Transformationsgleichung

Y(t) = ¢[X(1)] (323.1

in den kontinuierlichen stochastischen ProzeB Y(t) iiberfiihren. Dabei bezeichnen ¢ ana
log zu (216.1) den Transformationsoperator, X(t) das kontinuierliche Eingangssigna
und Y(t) das kontinuierliche Ausgangssignal. Ist das System linear und verschiebungsin
variant, so gilt mit (216.5)



186

Y(t) = Th(u)X(t-u)du , (323.2)

wobei h(t) wieder die Impulsantwort des Systems bedeutet. Bildet man die Erwartungs-
wertfunktion E(Y(t)) = gty (1), folgt aus (323.2) mit E(X(t)) = uy(t)

iy(t) = f E(h(u)X(t-u))du = [ h(u)ps(t-u)du , (323.3)

da h(t) eine deterministische Funktion darstellt, fiir die E(h(t)) = h(t) gilt. Es soll nun
die Momentfunktion (312.2) des zweiten Momentes

Kyy(t1,ta) = E(Y(L)Y(tp)) (323.4)

berechnet werden. Zunéchst bildet man mit (323.2) die Momentfunktion K,y (ty,t3) von
X(ty) und Y(t,)

o«

J E(X(t;)h(u)X(ty-u))du

Key(ty1,t2) = E(X(11)Y(12))

[

| E(X(t1)X(t2-u))h(u)du

! Kxx(tl,lz-U)h(U)dU . (323.5)

-0

Weiter erhélt man fiir Ky, (1, t3) aus (323.4) mit (323.5)

J E(X(ty-up)Y(t2))h(u,)du,

J Key(ti-uy,ta)h(uy)du;

0 oo

| | Kxx(ty-uy, ta-uz)h(uy)h(uz)du,du;y . (323.6)

-00 =00

Kyy(tlal2)

Hiermit ist die Momentfunktion des Ausgangssignals in Abhingigkeit von der Moment-
funktion des Eingangssignals dargestellt.

Es wird nun vorausgesetzt, da8 X(t) ein stationirer ProzeB sei, so daB nach (313.2) und
(313.3) sy (t) = const. und K, (t,t3) =K, x(7) mit T= t5-1, gilt. Unter der Vorausset-
zung, daB h(u) absolut integrierbar ist, was der Stabilitiitsbedingung (216.7) diskreter
Systeme entspricht, folgt dann aus (323.3)

By(t) = f h(u)pedu = g, f h(u)du = p, = const. (323.7)

sowie aus (323.6)
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Kyy(ti.t2) = [ Kea(T#up-up)h(up)h(uz)dudu, = Kyy(7) . (323.8)

Auch das Ausgangssignal Y(t) ist dann wegen (313.5) zumindest im weiteren Sinne sta-
tiondr.

Bildet man die Differenz Y.(t) = Y(t)-p,(t), ergibt sich mit (323.2) und (323.3)

Yo(t) = T (X(t-u)-px(t-u))h(u)du = ojo Xc(t-u)h(u)du (323.9)

mit X.(t) = X(t)-p,(t). Die Autokovarianzfunktion Cyy(ty,t2) lautet dann nach
(312.4)

Cyy(ty1,t2) = E(Yc(t)Ye(ta)) . (323.10)
Dieser Ausdruck ist formal mit (323.4) identisch. Ersetzt man daher in (323.6)
Kyy(ty,t3) durch Cyy(ty, t3) und Ky (ty,t;) durch Cyx(ty, t3), so erhilt man mit

[-- I

Cyy(t1,t2) = [ [ Cyx(ty-uy,ta-uz)h(uy)h(uz)du,du, (323.11)

den Zusammenhang zwischen den Autokovarianzfunktionen des Eingangs- und des Aus-
gangssignals. Weiter ergibt sich fiir einen stationdren stochastischen Proze X(t) nach
(323.8)

ny(T) = T }oCxx(f'i'ul-UZ)h(ul)h(UZ)dU|dUZ . (32312)

-00 =00

Es soll nun das Spektrum S,,(®) des stationiren Ausgangssignals Y(t) aus dem Spek-
trum S,, (@) des stationidiren Eingangssignals X(t) berechnet werden. Aus (314.1) folgt
zuniichst mit (323.12)

Syy(@) = [ Cyy(r)edr

© 0

= | [ J Cax(mHui-up)h(u;)h(uz)e 1 du,duyds

o0

= (J h(ul)ejm'dun)(T h(“z)e'jmzduz)(? Cxx(T+u-uy)

e-jm(‘uul-uz)dr) .
Wird im letzten Integral u = 7+u;-u; substitviert, erhilt man mit

| Cax(u)e1®du = S,,(0)

wegen (314.1) sowie mit (214.2) und (213.14)
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Syy(0) = Sxx(MH(GO)H(-jw) = Sex(w) [H(jw)|? . (323.13)
Darin ist
H(jo) = | h(r)e %z (323.14)

die Frequenzantwort des Systems, die fiir diskrete Systeme mit (216.10) eingefiihrt
wurde.

Zur Interpretation der Transformation (323.13) des Spektrums wird fiir das Eingangssi-
gnal X(t) die spektrale Darstellung (314.10) gewihlt

X(t) = %{f eI®4D, () . (323.15)
Setzt man diesen Ausdruck in (323.2) ein, folgt mit (323.14)
Y(1) = 3= [ 7 hwel®t b, (a)du
= TH( jo)el®tdp, (0) = °fe’"“‘dl),(a;) , (323.16)
wobei gilt
dDy(0) = H(je)dDy(a) . | (323.17)

Aus dieser Beziehung erkennt man die Wirkung der Filterung eines stationidiren Prozes-
ses. Sie entspricht der Filterung (216.16) deterministischer Signale im Frequenzbereich.
Durch Vorgabe der Frequenzantwort H(jw) wird die spektrale Darstellung dDy(w) des
Eingangssignals X(t) in der gewiinschten Weise modifiziert, so daB die spektrale Dar-
stellung dDy(w) des Ausgangssignals Y(t) erhalten wird. Da der differentielle ProzeB
dD, () in der Regel nicht anzugeben ist, wird (323.17) quadriert und anschlieBend der
Erwartungswert gebildet. Man erhiilt

E(|dDy(®)|?) = E(|H(jw)dD,(w)|?) = |H(jw)|? E(|dDyx(®)|?)
und weiter mit (314.14) die Gleichung (323.13).

Der Filterung (216.16) deterministischer Signale im Frequenzbereich entspricht also die
Transformation (323.13) des Spektrums eines stochastischen Signals.

324 Lineare diskrete Systeme und digitale Filter

Im Kapitel 323 wurden ausschlieBlich kontinuierliche Systeme und Prozesse betrachtet.
Liegt nun ein diskreter stochastischer ProzeB X(n) gemiB (311.3) als Eingangssignal
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eines diskreten linearen Systems vor, so gilt anstelle von (323.2) wegen (216.6) fiir da:
diskrete Ausgangssignal Y(n)

Y(n) = E h(k)X(n-k) . (324.1)

k=-0

Fiir die Erwartungswertfunktionen E(X(n)) = x(n) und E(Y(n)) = gty(n) folgt dann

py(n) = ¥ h(k)px(n-k) . (324.2)

k=-00
Die Momentfunktion K,,(m,n) des Ausgangssignals Y(n) ergibt sich (323.6) entspre

chend zu

Kyy(m,n) = E E Kxx(m-k,n-1)h(k)h(1) . (324.3]

k=-00 ]=-00

Die Autokovarianzfunktion Cyy(m,n) erhilt man analog zu (323.11) aus (324.3), wenr
Ky durch C,, ersetzt wird.

Ist das diskrete System durch ein kausales nichtrekursives digitales Filter N-ten Grade:
bestimmt, reduziert sich (324.1) nach (217.14) und (225.4) zu

N N
Y(n) = I h(k)X(n-k) = I dX(n-k) . (324.4,
k=0 k=0

Liegt eine kausale rekursive digitale Filterung N-ten Grades vor, folgt aus (324.1) nacl
(217.10) und (223.1) die Filtergleichung

N N 0
Y(n) = I dX(n-k) - I gY(n-k) = I h(k)X(n-k) . (324.5
k=0 k=1 k=0
Es wird nun vorausgesetzt, dal das diskrete Eingangssignal X(n) stationir sei. Dann gil
in Analogie zu (323.7) fiir die Erwartungswertfunktion E(Y(n)) = ty aus (324.5)
Hy = ptx L h(k) . (324.6
k=0

Die Summe auf der rechten Seite 148t sich durch die Frequenzantwort (216.10) des Sy
stems (324.5) fiir & = 0 beziehungsweise durch die Systemfunktion aus (217.5) fiir z =
ausdriicken. Man erhilt

By = H(z=1)py . (324.7

Das Ausgangssignal kann nur dann stationir sein, wenn |H(z=1)| < o gilt. Es mu8 als
nach (221.20) die Stabilitiitsbedingung (216.7)
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E [h(n)| < e (324.8)

n=0

rfiillt sein. Dies ist nach Satz (221.18) gleichbedeutend mit der Forderung, daB die Be-
rige der Polstellen z. der Systemfunktion H(z) aus (221.12)

|zex| < 1 fiir kefl,,...,N} (324.9)
srfiillen.

die Momentfunktion Kyy(m,n) ergibt sich entsprechend (323.8) aus (324.3) mit p = n-m
u

Kyy(m,n) = kzo lZOK,x(wk-l)h(k)h(l) = Kyy(p) - (324.10)

Negen (324.8) ist die Momentfunktion ebenso wie der Erwartungswert (324.6) be-
ichriinkt und das Ausgangssignal Y(n) daher zumindest im weiteren Sinne stationér. Die
“orderung (324.8) oder die Forderung (324.9) stellen also die Stationarititsbedingung
lar.

Wird (324.7) mit der in (221.26) definierten inversen Systemfunktion (H(z=1))"! multi-
rliziert, erhiilt man

px = (H(z=1))"'py . (324.11)

In diesem Fall findet man als Forderung fiir die Stabilitét, daB die Betriige der Nullstel-
en zg der Systemfunktion H(z)

|zox| <1 fiir ke{l,...,N) (324.12)

arfiillen, da in (221.12) Zihler und Nenner bei der Invertierung vertauscht werden. Bei
'324.12) handelt es sich also um die Invertierbarkeitsbedingung eines Filters.

schreibt man (217.1) entsprechend fiir die inverse Systemfunktion
(H(z))™' = H(z) = Lh(K)Z™, (324.13)
k=0
autet der zu (324.4) inverse ProzeB

X(n) = Eﬁ(k)Y(n-k) = EakY(n-k) (324.14)
k=0 k=0

nit der Impulsantwort
h(k) =dy . (324.15)

die Autokovarianzfunktion des nach (324.5) gefilterten Signals Y(n) erhdlt man
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(323.12) entsprechend aus (324.10)
Cy(®) = I I Ca(pk-Dh(OR(L) (324.16)
k= =|

Den Frequenzinhalt des Ausgangssignals liefert die Transformation des Spektrums, die
sich mit (314.25) entsprechend (323.13) zu

Syy(R) = Sxx(2)[H(j2)|? (324.17)
ergibt. Durch die Wahl der Frequenzantwort
H(jQ) = ¥ h(k)e ™ (324.18)
k=0

wird also der Frequenzinhalt des Eingangssignals modifiziert.

Wie bereits im Zusammenhang mit (323.17) erwihnt, entspricht die Transformation
(324.17) des Spektrums eines stochastischen Signals der Filterung (216.16) eines deter-
ministischen Signals im Frequenzbereich. Die Transformation (324.16) der Autokovari-
anzfunktion eines stochastischen Signals ist vergleichbar mit der Filterung (216.6) eines
deterministischen Signals im Zeitbereich. Wihrend (324.16) eine zweifache Faltung im
Zeitbereich beinhaltet, ist nach (324.17) im Frequenzbereich mit dem Quadrat der Fre-
quenzantwort zu multiplizieren. Diese Transformation gibt daher wegen (221.31) keinen
AufschluB iiber die durch die Filterung bewirkte Phasenverschiebung des Eingangssi-
gnals. Die Phase eines stochastischen Signals ist jedoch auch ohne Interesse, da sie zu-
filligen Schwankungen unterworfen ist.

325 Autoregressive Prozesse

Mit den autoregressiven Prozessen und den folgenden MA- und ARMA-Prozessen lasser
sich diskrete stochastische Prozesse auf einfache Weise beschreiben.

Ein kausaler autoregressiver ProzeB der Ordnung p, abgekiirzt geschriecben AR(p)-Pro-
zeB, ist definiert durch

X(n) = )%akX(n-k) + &(n) , (325.1;
k=1

worin a, konstante reelle Koeffizienten bedeuten. Die Zufallsvariable X(n) berechne
sich demnach aus der gewichteten Summe der p vorangegangenen Werte der Zufallsva
riablen, so daB nach (216.8) ein kausaler ProzeB vorliegt. AuBerdem wird ein Rauschan
teil e(n) beriicksichtigt. Da die Koeffizienten ay im allgemeinen nicht bekannt sind
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verden im Kapitel 354 Methoden zu ihrer Schitzung vorgestellt.

Yie lineare Abhiingigkeit der Zufallsvariablen X(n) von den Werten X(n-k) entspricht
iner linearen Regression, und da X(n) von den eigenen vorangegangenen Werten ab-
dngt, spricht man von einem autoregressiven ProzeB. Fiir seine Erwartungswertfunktion
elte

E(X(n)) = pe(n) =0 . (325.2)

st diese Bedingung nicht erfiillt, sind in (325.1) von den Zufallsvariablen X(n) und
(n-k) lediglich ihre Erwartungswerte zu subtrahieren.

)er ProzeB £(n) repriisentiere stationiires weilles Rauschen mit dem Erwartungswert
E(e(n)) =0, (325.3)
o daB mit der Varianz o, fiir die Autokovarianzfunktion nach (321.5) gilt
Cee(k) = E(e(n)e(n-k)) = o.2d(k) . (325.4)

st man (325.1) nach £(n) auf, folgt mit ag = -1

e(n) = - EakX(n-k) . (325.5)
k=0

Yieser Ausdruck entspricht, wie ein Vergleich mit (324.4) zeigt, einer nichtrekursiven
iltergleichung, fiir die sich aus (217.13) die Systemfunktion

H(z) = - E gz * (325.6)
k=0

rgibt. Erfiillen die Nullstellen dieser Systemfunktion die Invertierbarkeitsbedingung
324.12), existiert nach (324.14) der zu (325.5) inverse ProzeB, der X(n) als Funktion
es Prozesses £(n) darstellt

X(n) = gike(n-k) . (325.7)
k=0

lach (324.13) lautet mit (325.6) die zu diesem inversen ProzeB gehorende Systemfunk-
on

(H(z))™' = H(2) = (-k)floakf")"' = k§05kz"‘ , (325.8)

ie wegen (324.12) stabil ist. Nach (324.8) gilt dann

L Jag] <, (325.9)
k=0

> daB X(n) zumindest im weiteren Sinne stationir ist. Stationaritit fiir den autoregressi-
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ven Proze wird im folgenden vorausgesetzt.

Beispiel 1: Gegeben sei der AR(1)-Prozef8
X(n) = a;X(n-1)+€e(n) .
Es lautet dann die Systemfunktion H(z) aus (325.6)
H(z) = 1-a,z7"
mit der Nullstelle
Zoy = Ay .
Die Bedingung fiir die Invertierbarkeit |zg;| < 1 nach (324.12) fiihrt somit auf
|a;] < 1.

Dann gilt nach (325.8) fiir die inverse Systemfunktion

B = A@) = —L— = 5
l-a;z k=0

und mit (213.6) fiir ihre Koeffizienten ay
A = X fir ke{0,...,»} .

Der AR(1)-ProzeB ist zumindest im weiteren Sinne stationir, wenn die Bedingung |a, |
<1 gilt. A

Da X(n) sich nach (325.7) durch die Rauschanteile £(n-k) fiir k 2 O darstellen lifit,
folgt fiir die Kreuzkovarianzfunktion Cgx(m) von X(n) und &(n), wobei X(n), wie er-
wihnt, als stationiir vorausgesetzt wird,

Cex(m) = E(e(n)X(n-m))

E aE(e(n)e(n-m-k))
k=0

und wegen (325.4)
Cex(m) = E(&(n)X(n-m))

0 fir m>0. (325.10)
Multipliziert man (325.1) mit &(n) und bildet den Erwartungswert, ergibt sich mil
(325.4) und (325.10)

P
Cex(0) = E(£(n)X(n)) = I aiCer(k)+Cee(0) = 0¢® . (325.11)
k=1

Fiir die Berechnung der Autckovarianzfunktion Cy,(m) eines stationiiren autoregressiven
Prozesses wird (325.1) mit X(n-m) fiir m 2 0 multipliziert und anschlieBend der Erwar-
tungswert gebildet. Man erhilt dann mit (313.10), (313.11) und (325.2)
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Cxx(m) = E(X(n)X(n-m))

E ay E(X(n-k)X(n-m))+E(e(n)X(n-m))
k=1

g 2 Cyx (m-k)+E(€(n)X(n-m)) (325.12)
k=1

and mit (325.10) und (325.11) die Autokovarianzfunktion

Cxx(m) = gakcxx(m'k)”'o'szd(m) . (325.13)
k=1

Fiir m = 0 ergibt sich die Varianz 0,2 = C,,(0) des Prozesses X(n)

0,2 = § aCax(K) + 02 (325.14)
k=1
and fiirm> 0
Cxx(m) = gakcu(m-k) . (325.15)
k=1

Dividiert man diese Gleichung durch die Varianz oxz, erhilt man nach (312.6) die Auto-
korrelationsfunktion

px(m) = E axpx(m-k) fir m> 0, (325.16)
k=1

die auch als Yule-Walker Gleichung bezeichnet wird. Sie erméglicht die sukzessive Be-
rechnung von p,(m) aus py(m-k).

FaBt man die Koeffizienten ay mitke{1,...,p} im px1 Vektor ff zusammen

B = [a),az,...,3p]" (325.17)
and bildet weiterhin den px1 Vektor
Cp = [Cxx(1),Cxx(2),....Cax(p)]" (325.18)

sowie die pxp Matrix

Cxx(0) Cxx(D) Cxx(p-1)
B= | n® @ P (325.19)
Cxx(p-1)  Cxx(p-2) cee Cxx(0)

s0 lauten die ersten p Gleichungen (325.15) fiir die Autokovarianzen Cyx(m) mit
ne{l,...,p} wegen Cyx(k) = Cxx(-k) in Matrizenschreibweise

c, = LB . (325.20)



195

Mit ry, = ¢,/ 0,2 und R, = Xp/o;(2 erhiilt man die p Yule-Walker Gleichungen (325.16)
fir me{1,...,p} in der Form

r, = RB . (325.21)
Das Spektrum S,,(Q) eines stationiren AR(p)-Prozesses ergibt sich aus (324.17) ange-
wendet auf (325.7). Mit (325.8) fiir z = e? erhilt man dann

— P
Sxx(@) = See(@) |HGR) |2 = sas(mu-kzoake 112

worin das Spektrum Sg.(Q) des weillen Rauschens €(n) aus (321.6) folgt, also

p .
Sxx(@) = 02/ | ( X ae M2 . (325.22)
k=0

Beispiel 2: Gegeben sei der AR(1)-Prozef des Beispiels 1
X(n) = a;X(n-1)+&(n) .
Aus (325.22) ergibt sich dann mit (212.11) und (213.14)

Sex(®) = 6.2/ |1-ae7 382 = 0,/ (1+a,%-2a,c0sQ) . A

Es soll nun gezeigt werden, daB ein stationirer kausaler AR(p)-ProzeB, dessen Zufallsva-
riable X(n) und Rauschanteile £(n) als normalverteilt vorausgesetzt werden, ein Mar-
koff-Prozef ist. Dies ist wegen spezieller Anwendungen besonders bei autoregressiven
Prozessen in der Ebene von Interesse, worauf im Kapitel 377 eingegangen wird. Fiir
einen Markoff-ProzeB der Ordnung p gilt nach (322.4) unter Beriicksichtigung von
(322.2) die Markoff-Eigenschaft

P(Xn|Xa-14- - s Xpps -+ -+ X0) = P(Xa|Xp-1,. .02 Xnp) - (325.23)
Angewandt auf den kausalen AR(p)-Proze8 lautet die Markoff-Eigenschaft

p(X(n) [X(n-1),...,X(n-p),...,X(0)) = p(X(n)|X(n-1),...,X(n-p)) ,
(325.24)

in der zur Vereinfachung der Notation wie auch im folgenden die Werte der Zufallsva-
riablen X(n) nicht mit kleinen Buchstaben, sondern mit X(n) bezeichnet werden. Sind
die Zufallsvariablen £(n) und X(n-m) normalverteilt, folgt aus (325.10) die Unabhiingig-
keit von £(n) und X(n-m) fiir m > 0 (Koch 1987, S.139). Aus der Definition der Unab-
hiingigkeit (Koch 1987, S.106) ergibt sich

p(e(n)|X(n-1),...,X(0)) = p(e(n)) (325.25)
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und daher mit (325.3)
E(e(n)|X(n-1),...,X(0)) =0 . (325.26)

Mit diesem Ergebnis folgt der bedingte Erwartungswert von X(n) aus (325.1) zu

E(X(n)|X(n-1),...,X(0)) = E(X(n)|X(n-1),...,X(n-p)) = k)ElakX(n-k) .
(325.27)
AuBerdem erhiilt man aus (325.1) und (325.4) die bedingte Varianz von X(n) zu
V(X(n)|X(n-1),...,X(0)) = V(X(n)|X(n-1),...,X(n-p)) = 62 . (325.28)

Einen ProzeB, der die beiden letzten Bedingungen erfiillt, bezeichnet man als Markoff-
ProzeB im weiteren Sinne. Da X(n) als normalverteilt vorausgesetzt wurde, so da seine
Verteilung durch Erwartungswert und Varianz bestimmt ist, erfiillt X(n) auch die Mar-
koff-Eigenschaft (325.24). Ein stationiirer AR(p)-ProzeB8 mit Normalverteilung stellt also
einen Markoff-ProzeB dar. Man bezeichnet ihn daher als GauB-Markoff-ProzeB. Umge-
kehrt 148t sich auch zeigen, daB ein stationdrer GauB-Markoff-Proze8 als AR(p)-ProzeB
darstellbar ist (Woods 1972; Chellappa 1985).

Aufgrund der Normalverteilung fiir X(n) folgt aus (325.27) und (325.28) die bedingte
Normalverteilung fiir X(n) [X(n-1),...,X(n-p) mit

X(n)|X(n-1),...,X(n-p) ~ N( BE aX(n-k),0¢%) . (325.29)
k=1

Im folgenden soll die Markoff-Eigenschaft (325.24) eines AR(p)-Prozesses mit Normal-
verteilung noch einmal mit Hilfe der Normalverteilungen fiir X(n) und £(n) nachgewie-
sen werden. Dies ist insofern instruktiv, als auch die bedingte Verteilung (325.29) noch
einmal hergeleitet wird. Mit dem px1 Vektor

x, = [X(n-1),X(n-2),...,X(n-p)]"
kann der AR(p)-Proze8 (325.1) mit (325.17) in die Form

X(n) = [B',1] [:‘(’n) ] (325.30)

gebracht werden. Die Matrix I, der Autokovarianzen des Vektors x, ist durch (325.19)
gegeben und die Varianz des Rauschens &£(n) durch (325.4). Nimmt man fiir x, und
&(n) jeweils die Normalverteilung an

x, ~ N(0,%;) , &(n) ~ N(0,0¢?) , (325.31)

sind, wie im Zusammenhang mit (325.25) erwihnt, £(n) und X(n-m) fiir m > O voneinan-
der unabhiingig, und fiir X(n) folgt als lineare Transformation von xp und £(n) die Nor-
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malverteilung (Koch 1987, S.140)
X0 B ]
X - (B, P .
(n) ~ N(O,[B',1] [0 082] [1 )

Wegen (325.20) erhiilt man fiir die Varianz g, von X(n)

62 = (85,01 [ | = BB = proyeos’ (325.32)
in Ubereinstimmung mit (325.14).
Weiter werden der (n-p)x1 Vektor

xo = [X(n-p-1),...,X(0)]"
und der nx1 Vektor

Xo1 = [X(n-1),X(n-2),....X(n-p),X(n-p-1),...,X(0)]* = [:g]

eingefiihrt. Zur Berechnung der Dichte auf der rechten Seite von (325.24) wird von dem
(p+1)x1 Vektor

[ X(n)

Xp

X =

ausgegangen, dessen Matrix der Autokovarianzen mit I, = [0,2] aus (325.32) lautet

und

Lo = [Cxx(1),Cxx(2),....Cx(P)] = cp'

aus (325.18) aufgrund der Stationaritit. Dann folgt die bedingte Dichte von X(n) |xp au!
der Normalverteilung (Koch 1987, S.138)

X(n) |xp ~ N(EnpZp'xp, Bn-apZy ' Zpa) (325.33;
fiir die mit (325.14) und (325.20)
X(n)|xp ~ N(B'xp,0:2)

erhalten wird. Diese bedingte Verteilung ist mit (325.29) identisch. Um (325.24) zu be
weisen, ist nun zu zeigen, daB diese Verteilung mit der von X(n) |x,-, {ibereinstimmi
Zunichst gilt analog zu (325.33)

X(n) | Xp-t ~ N(Zy, n-1Z0-1” X1, 20-Zn, 0-1Z0-1" ' Zae1,0) (325.34

mit der Matrix der Autokovarianzen von X,

SHE YR
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jeren Inverse lautet (Koch 1987, S.39)

Bt = | B o]

nit den Blockmatrizen
E = 5,74 ByoopE, !
F = -5 '
6 = (Zo-Zop%y 'Bpo) ™"
Weiterhin folgt aufgrund der Stationaritiit mit (325.18) und (325.19)
Zy a1 = [Cxx(1),Cxx(2) 5. .., Cax(P),Cra(pt]) .. ., Cxx(n)] = [€p' 100" ] -
Dabei gilt fiir den (n-p)x1 Vektor cg' = [Cxx(p+1),...,Cxx(n)] nach (325.15)
co = Zopf ,
nit der (n-p)xp Matrix

Cxx(P) Cxx(P'l) e Cxx(l)
Top = Cxx(ptl)  Cyx(p) o Cxx(2)
P

....................................

Cxx(n‘l) Cxx(n'z) e Cxx(n'P)

Beriicksichtigt man diese Zusammenhiinge in (325.34), ergibt sich mit

Cp'Brog'F' = ¢ Btf EyoF* = ¢p' By = B
cp'Bicg'G = ¢ FefE,6 = 0
lie Verteilung
X(n)|Xp-1 ~ N(B'xp,0¢%) , (325.35)

jie mit (325.29) iibereinstimmt.

Fiir die im Kapitel 354 zu behandelnde Schitzung der im Vektor B zusammengefaBten
Koeffizienten a, des autoregressiven Modells wird die gemeinsame Dichte der X(n) be-
16tigt. Zuniichst wird die gemeinsame bedingte Dichte

p(X(n+K), ..., X(n+1),X(n) |X(n-1),...,X(n-p)) (325.36)
nit K > 0 abgeleitet. Allgemein gilt (Koch 1990, S.49)
p(X(n+K),...,X(n+1),X(n) |X(n-1),...,X(n-p))
= p(X(n+K), ..., X(n+1)|X(n) ,X(n-1),...,X(n-p))
p(X(n)[X(n-1),...,X(n-p)) . (325.37)
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Aufgrund der Markoff-Eigenschaft (325.24) ergibt sich fiir die erste Dichte auf der rech-
ten Seite dieser Gleichung
p(X(n+K), ... ,X(n+1)|X(n),X(n-1),...,X(n-p))
= p(X(n+K), ..., X(n+1) |X(n),X(n-1),...,X(n-p+1)) . (325.38)

Wird nun mit dieser Dichte in der gleichen Weise verfahren wie mit der Dichte (325.36)
in (325.37), erhilt man fiir die gemeinsame bedingte Dichte (325.36)

p(X(n+K),...,X(n+1),X(n)|X(n-1),...,X(n-p))
= p(X(n4K), ..., X(n+2) |X(n+1),X(n), ... ,X(n-p+2))
p(X(n+1) |X(n), ..., X(n-p+1))p(X(n) [X(n-1),...,X(n-p)) .  (325.39)
SchlieBlich ergibt sich mit dieser Vorgehensweise als Ergebnis

p(X(n+K), ....X(n+1),X(n) |X(n-1),...,X(n-p))

K
= [ p(X(n+m) |X(n-14m),...,X(n-p+m)) . (325.40)

n=0
Fiihrt man die px1 Vektoren
Xp-m = [X(n-1+m) ,X(n-2+m), ..., X(n-p+m)]"'
fiir me {0, .. .,K} ein, erhiilt man aus (325.29) die Verteilung von X(n+m) le,_m zu
X(n+m) | Xpmy ~ N(B' Xpm,0¢?) (325.41)

und aus der Produktbildung nach (325.40) die gemeinsame bedingte Dichte von
X(n+K),...,X(n+1),X(n) |xp. Die Dichte der Normalverteilung (325.41) lautet (Koch
1987, S.122)

p(X(n+m) |X(n-14m), ..., X(n-p+m))

1 1/2 1 2
= exp| -——X(n+m)-B'x, )| . (325.42)
o] [P

und folglich die gemeinsame Dichte von X(n+K),...,X(n) unter der Bedingung, da@
X(n-1),...,X(n-p) gegeben ist

p(X(n4K), ..., X(n)|X(n-1),...,X(n-p))

K
= [V exp[- L 3 (X(nm)-B xpm)?| (325.43)
21:0.22 2052 n=0

Mit dem (K+1)x1 Vektor
y = [X(n+K) ,X(n+K-1),...,X(n)])" (325.44)



und der (K+1)xp Matrix

X = [Xp-K+XpKtls-- -+ Xpl* (325.45)
geht (325.43) {iber in

p(X(n+K),...,X(n)|X(n-1),...,X(n-p))

1 1&K+1/2 1 - -
= 5 exp|-——(y-XB) ' (y-XB)| . (325.46)
270, 20,

Die gemeinsame Dichte von X(n+K), ... ,X(n-p) berechnet sich nach (322.5) aus
p(X(n+K),...,X(n+1),X(n),X(n-1),...,X(n-p))
= p(X(n-1),...,X(n-p))p(X(n+K), ..., X(n) |X(n-1),...,X(n-p)). (325.47)

Wihrend der zweite Faktor auf der rechten Seite durch (325.46) gegeben ist, erhiilt man
die Dichte p(X(n-1),...,X(n-p)) aus (325.31) zu

1/2
p(X(n-1),... X(n-p)) = [—L1— exp[-% %' Ex| . (325.48)
(27)PdetX,
Setzt man (325.46) und (325.48) in (325.47) ein, erhilt man schlieBlich mit K+1+p = g
sowie Xy = 082()p die gemeinsame Dichte von X(n+X), ... ,X(n-p) zu

p(X(n+K),....X(n+1),X(n),X(n-1),...,X(n-p))

- [_21_.]”2 exp[--‘—z(xp-op-'xp+(§-xp)-(i-xm)] . (325.49)
(270 ") %detQ, 20,

Mit (325.1) wurde ein kausaler AR(p)-Proze8 definiert. Nichtkausale AR(p)-Prozesse
sind im zweidimensionalen Fall von Interesse und werden im Kapitel 378 behandelt. Bei
nichtkausalen zweidimensionalen autoregressiven Prozessen liBit sich die gemeinsame
bedingte Dichte des Prozesses nicht entsprechend (325.40) ableiten. Im folgenden wird
daher die gemeinsame bedingte Dichte (325.43) auf eine Weise hergeleitet, die auch fiir
zweidimensionale autoregressive Prozesse anwendbar ist. Die gemeinsame Dichte der
Rauschanteile €(n+K),e(n+K-1),...,e(n) folgt wegen (325.3), (325.4) und (325.31)
mit (Koch 1987, S.106)

p(e(n+K),e(n+K-1),...,&(n))

1 (K+1)/2 1 K 5
= [2 2] exp[-; )y e(n+m)] . (325.50)
0 0¢% 0=0

Bildet man (325.5) fiir e(n+K),e(n+K-1),...,€&(n), erhdlt man
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£(n+K) = X(n+K)-a,X(n+K-1)-a,X(n+K-2)-...-a X(n+K-p)
e(n+K-1) = X(n+K-1)-a;X(n+K-2)-a,X(n+K-3)-...-a X(n+K-p-1)

g(n) = X(n)-a;X(n-1)-axX(n-2)-...-apX(n-p) . (325.51)
Transformiert man nun die Zufallsvariablen g(n4K),e(n+K-1),...,e(n) in der Dichte
(325.50) mit (325.51) in die Zufallsvariablen X(n+K),X(n+K-1),...,X(n), dann ergibt
sich die Jacobische Matrix (de(i)/dX(j)) der Transformation als obere Einheitsdrei-
ecksmatrix. Die Dichte von X(n+K) ,X(n+K-1),...,X(n) unter der Bedingung, daB die
Werte der Zufallsvariablen X(n-1),X(n-2),...,X(n-p) als Startwerte gegeben sind,
folgt daher mit (Koch 1987, S.107)

p(X(n+K) ,X(n4K-1),...,X(n) |X(n-1),X(n-2),...,X(n-p))

1 (K+1)/72 1 K )
- [(Zﬂd 2)] exp[-;z- EO(X(n+m)-ﬂ'xp_m)] . (325.52)
€ g b=

Diese Dichte ist identisch mit (325.43).

326 Erweitertes autoregressives Modell

Es wird nun als Verallgemeinerung des autoregressiven Prozesses das erweiterte autore-
gressive Modell eingefiihrt, das von dem Ansatz

Y(n) = X(n) + b(n) + r(n) (326.1)

ausgeht, worin Y(n) das beobachtete Signal, X(n) der AR(p)-ProzeB, b(n) eine Trend-
funktion und r(n) das Beobachtungsrauschen bedeuten. Der Trend sei eine beliebige
Funktion fester Parameter c; mit ie{l,...,q}. In diesem deterministischen Modellan-
satz werden Anteile des Signals erfat, die sich physikalisch erkldren und mathematisch
beschreiben lassen. Der AR(p)-ProzeB X(n) enthilt den zufilligen Anteil, der nicht vom
Beobachtungsrauschen r(n) herriihrt. Das beobachtete Signal Y(n) wird somit als Sum-
me eines stochastischen Anteils X(n) eines deterministischen Anteils b(n) und des
Beobachtungsrauschens r(n) dargestellt. Anwendungen dieses Modells finden sich bei
(Schulte 1987, S.70).

Setzt man in (326.1) n-k fiir n ein, l6st nach X(n-k) auf und fiihrt den resultierenden
Ausdruck in (325.1) ein, ergibt sich

X(n) = gak(Y(n-k)-b(n-k)-r(n-k))+£(n) (326.2)
k=1
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und weiter aus (326.1)

Y(n) = Eak(Y(n-k)-b(n-k)-r(n-k))+£(n)+b(n)+r(n) . (326.3)
k=1
Das Beobachtungsrauschen r(n) sei stationdres weiles Rauschen mit der Erwartungs-
wertfunktion
E(r(n)) =0 (326.4)

und der Autokovarianzfunktion
C.r(k) = 6,2d(k) . (326.5)

Setzt man neben r(n) auch den ProzeB X(n) wieder als stationdir voraus, so ist auch der
Prozef}

Z(n) = Y(n) - b(n) = X(n) + r(n) (326.6)
stationiir. Fiihrt man weiterhin
p
o(n) = g(n) + r(n) - X ayr(n-k) (326.7)
k=1

=in, erhélt man aus (326.3) den Zusammenhang

p
Z(n) = X aZ(n-k) + a(n) , (326.8)
k=1

Jer formal mit (325.1) iibereinstimmt. Der ProzeB Z(n) ist somit in der Form (325.7)
larstellbar. Betrachtet wird nun die Kreuzkovarianzfunktion

Coz(m) = E(a(n)Z(n-m)) . (326.9)

Setzt man hierin (326.6) fiir n-m und (326.7) ein, ergibt sich mit ag = -1

§ 4 (n-k)) X(n-m)+r (n-m)))
k=0

E((&(n)

E(e(n)X(n-m)) + E(e(n)r(n-m)) - }%akE(r(n-k)X(n-m))
k=0

p
ankE(r(n-k)r(n-m)) ) (326.10)
k=
Wird angenommen, daB das Beobachtungsrauschen r(n) sowohl vom Signal X(n) als
wich vom Rauschanteil £(n) unabhiingig ist
Cex(k) = E(r(n)X(n-k)) = 0 (326.11)
Cre(k) = E(r(n)e(n-k)) = 0 (326.12)
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fiir alle k, so folgt aus (326.10) mit (325.11) und (326.5) fiirm=0

Caz(0) = 0 + o/ (326.13)
sowie mit (325.10) fiir me{1,...,p}

Coz(m) = -240,% . (326.14)

Gilt m > p, verschwindet die Kreuzkovarianzfunktion Cg,(m). Multipliziert man nun
(326.8) mit Z(n-m) fiir m 2 0 und bildet anschlieBend den Erwartungswert, erhélt man
die Autokovarianzfunktion des Prozesses Z(n)

C,z(m) = E(Z(n)Z(n-m)) = Eakcn(m-k) + Cgz(m) . (326.15)
k=1

Fiir m = 0 ergibt sich die Varianz C,,(0) = 6,2 mit (326.13) zu

p
2= ¥ aly(k) + 02 + 0,2 . (326.16)

k=1

O,

AuBerdem erhilt man fir me{1,...,p} mit (326.14)

P
Cpz(m) = ¥ a,Cpy(m-k) - ano;2 . (326.17)
Dividiert man (326.17) durch die Varianz (326.16), erhilt man analog zu (325.16) die
Yule-Walker Gleichung des erweiterten autoregressiven Modells

p

po(m) = Y agp,(m-k) - an(0,%/0,?) . (326.18)
k=1

Das Spektrum des erweiterten autoregressiven Modells ist bei (Schulte 1987, S.36) abge-

leitet.

Die unbekannten Parameter des erweiterten autoregressiven Modells sind die p autore-
gressiven Parameter a,, die q Trendparameter c; sowie die Varianz o2 aus (325.4) des
autoregressiven Modellanteils und die Varianz 0,2 aus (326.5) des Beobachtungsrau-
schens. Auf die Schitzung dieser unbekannten Parameter wird im Kapitel 355 eingegan-
gen.

327 MA-Prozesse und ARMA-Prozesse

Ersetzt man in (325.1) X(n-k) durch &(n-k), die Koeffizienten a, durch -by sowie f
durch q, erhilt man mit by = -1 die Definitionsgleichung eines MA(q)-Prozesses

X(n) = - Ebks(n-k) . (327.1)
k=0
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Dabei ist "MA" die Abkiirzung fiir die englische Bezeichnung "moving average", denn
{(n) wird als gewichteter Durchschnitt der Werte des Prozesses £(n) dargestellt, wobei
nit wachsendem n die Mittelwertbildung an dem ProzeB £(n) entlang bewegt wird. Ver-
zleicht man (327.1) mit (325.7), so zeigt sich, daB der inverse ProzeB eines AR(p)-Pro-
zesses ein MA(»)-Prozef ist, dessen Systemfunktion durch (325.8) gegeben ist. Demzu-
folge erhilt man die Systemfunktion des allgemeinen MA(q)-Prozesses (327.1) zu

H(z) = - § bz . (327.2)
k=0

Da (325.9) entsprechend

q
L |by| < e
k=0

gilt, ist der MA(q)-Proze8 nach (324.8) zumindest im weiteren Sinne stationéir. Die Er-
vartungswertfunktion E(X(n)) berechnet sich nach (324.6) mit E(e(n)) = 0 gemiB
'325.3) zu

E(X(n)) =y, =0 . (327.3)
Die Autokovarianzfunktion des MA(q)-Prozesses ergibt sich aus (324.16) mit (325.4) zu

Cyx(m) = agz)(i g‘,bkbld(mk-l) ) (327.4)
k=0 1=0

Aufgrund der Definition (211.7) des Einheitsimpulses kann Cyx(m) nur fiir m = I-k und
|m| <q von Null verschieden sein. Mit 1 = k+m und k = 1-m erhilt man dann aus (327.4)

q-m
Cax(m) = 02 L bybyyn fiir 0Sm<q . (327.5)
k=0

Wie oben erwihnt, gilt auerdem

Cixx(m) =0 fiir m>gq . (327.6)
Weiter gilt nach (313.13) C,x(m) = Cxx(-m) fiir beliebige Werte von m. Fiir m = 0 folgt
aws (327.5) die Varianz 6,2 des MA(q)-Prozesses zu

q
0,2 = Cyy(0) = oﬁkzobk2 . (327.7)

Jie Autokorrelationsfunktion ergibt sich aus (327.5) und (327.6) durch Division mit
327.7) zu

q-m
px(m) = ( E bkbk+m) / ( g ka) fiir 0<m¢< q
k=0 k=0



205

px(m) =0 fir m>gq (327.8)

und p,(m) = p,(-m) fiir beliebige Werte von m. Wihrend also die Autokorrelationsfunk-
tion eines MA(q)-Prozesses fiir m > q verschwindet, gilt dies im Fall eines AR(p)-Prozes-
ses fiir m > p nach (325.16) nicht.

Das Spektrum S,,(%) des MA(q)-Prozesses berechnet sich aus (324.17) mit (327.2) und
(321.6) zu

q r
Sxx(R) = See|H(jR)|? = oezl-kEObke 2 (321.9)

Der MA(q)-Proze8 ist invertierbar, falls nach (324.12) fiir die Nullstellen zg, mit
ke{l,...,q} der Systemfunktion (327.2) die Bedingung |zgx| < 1 gilt. Dann ergibt sich
nach (324.14) der zu (327.1) inverse ProzeB

g(n) = EBkX(n-k) , (327.10)
k=0

der nach (325.5) einem AR(=)-ProzeB entspricht. Hierin zeigt sich die Dualitéit von
AR(p)-Prozessen und MA(q)-Prozessen. Ist der AR(p)-ProzeB invertierbar, resultiert
nach (325.7) ein MA(=)-ProzeB. Ist hingegen ein MA(q)-ProzeB invertierbar, erhidlt man
nach (327.10) einen AR(=)-ProzeB.

Beispiel 1: Gegeben sei der MA(1)-Proze3
X(n) = &(n)-bye(n-1)

sowie die Varianz 0’52. Die Varianz dieses MA(1)-Prozesses berechnet sich aus (327.7)
zZu
02 = 0:2(14b,?) .

Die Autokorrelationsfunktion ergibt sich aus (327.8)

px(m) = -by/(1+b;?) fir m= -1 und m= 1
px(m) =1 fir m=0
px(m) = 0 sonst .

Wegen b,/ (1+b12) = (1/by)/ (l+(1/b1)2) sind die Autokorrelationsfunktionen fiir
MA(1)-Prozesse mit den Parametern b, und 1/b; identisch. Zwei unterschiedliche
MA(1)-Prozesse kénnen also die gleiche Autokorrelationsfunktion besitzen.

Das Spektrum S,,(Q) lautet mit (212.11) nach (327.9)

Sex(@) = 6e2|1-bie 1|2 = 6,2(14b,2-2bscosR) .
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Die Systemfunktion (327.2) ergibt sich zu

H(z) = 1-byz™!
und hat die Nulistelle
Zpy = bl .

Analog der Darstellung im Beispiel 1 des Kapitels 325 erhilt man fiir die Koeffizienten
by des inversen Prozesses

by = b* fir ke{0,...,=) sowie |bj| < I
und aus (327.10) als inversen ProzeB den AR(w=)-Prozefl

X(n) = - §b,kX(n-k)+e(n) . A
k=1

Durch Kombination eines AR(p)- und eines MA(qQ)-Prozesses erhiilt man als Verallge-
meinerung den ARMA(p,q)-ProzeB. Mit (325.1) und (327.1) ist ein kausaler
ARMA(p,q)-ProzeB definiert durch

X(n) = Eak)((n-k) - %ble(n-l) . (327.11)
k=1 1=0

Diese Darstellung entspricht der Filtergleichung (216.20). Mit den Uberlegungen, die zu
(217.7) fithren, erhilt man daher als Systemfunktion des ARMA(p,q)-Prozesses mit
ap = -1
q p
H(z) = Ybyz! /Y az™ . (327.12)
1=0 k=0
Der ARMA(p,q)-Proze8 ist nach (324.9) zumindest im weiteren Sinne stationiir, wenn
die Polstellen z. fiirke{1,...,p} der Systemfunktion (327.12) die Bedingung |z.x| <
1 erfiillen. Weiter ist der ARMA(p,q)-ProzeB nach (324.12) invertierbar, falls die Null-
stellen zg, fiir le{1,...,q} die Bedingung |zg;| < 1 erfiillen. Analog zu (217.10) 148t
sich X(n) dann als Funktion aller vorangegangener Werte von £(n-k) fiir ke{1, ...}
darstellen. Setzt man zunéchst in (327.11)

€(n) = - g’,b,s(n-l) , (327.13)
1=0

erhilt man wegen (325.1) den AR(p)-Proze

X(n) = g‘,ak)((n-k) + g(n) , (327.14)
k=1

dessen inverser ProzeB nach (325.7) lautet
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X(n) = Eikz(n-k) . (327.15)
k=0

Substituiert man hierin (327.13), erhilt man

X(n) = - % %Ekbla(n-k-l) . (327.16)
k=0 1=0

Nach (327.1) ist dies ein MA(»)-ProzeB. Der zu (327.13) inverse ProzeB lautet nach
(327.10)

e(n) = I b&(n-1) . (327.17)
1=0
Setzt man darin €(n) aus (327.14) ein, ergibt sich wegen
p = _
g(n) = - Y X abX(n-k-1) (327.18)
k=0 1=0

nach (325.5) ein AR(x)-ProzeB. Ein ARMA(p.q)-ProzeB 1468t sich also, falls die Bedin-
gungen fiir die Stationaritit und die Invertierbarkeit erfiillt sind, nach (327.16) als
MA(=)-Proze oder nach (327.18) als AR(«)-Prozef} darstellen.

Multipliziert man (327.11) mit X(n-m) fiir m 2 0 und bildet den Erwartungswert, folgt die
Autokovarianzfunktion eines stationdren ARMA(p,q)-Prozesses

Cxx(m) = E(X(n)X(n-m)) = %akE(X(n-k)X(n-m)) - %blE(s(ﬂ-l)X(ﬂ'm)) .
k=1 1=0
(327.19)

Fiir den Erwartungswert in der letzten Summe gilt mit (325.10) und n-1 = s sowie n =
l+s

E(e(s)X(s-(m-1))) = Cex(m-1) = 0 (327.20)

fiir m-1 > 0. Somit erhilt man fiir |m| < q die Autokovarianzfunktion
P
Cxx(m) = ¥ a,Cyx(m-k) - g, b)Cex(m-1) (327.21)
k=1 1=0
mit Cex(0) = 092 aus (325.11) und fiir m > q wegen (327.20)

Co(m) = 5 ayCon(n-k) . (327.22)
k=1

Fiir m > q ist die Autokovarianzfunktion des ARMA(p,q)-Prozesses mit der Autokovari-
anzfunktion (325.15) des AR(p)-Prozesses identisch.

Das Spektrum S,, (Q) berechnet sich aus (324.17)
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Sxx(Q) = SEE(Q)IH(jQ.)P ,
wobei die Frequenzantwort H(jQ) durch (327.12) fiir z = el? gegeben ist. Man erhilt
dann mit (321.6)

q : p .
Sxx(@) = 62| (2 bie T2 7 (T ae )2 . (327.23)
1=0 k=0

Beispiel 2: Gegeben sei der ARMAC(1,1)-Proze
X(n) = a;X(n-1)+&(n)-bie(n-1) .
Fiir m = 0 und m = 1 erhilt man aus (327.21) mit (325.14) und (327.20)
Cxx(0) = 057 = aiCxa(1)+0:%-b Cex(-1)
Cxx(1)
Fiir m > 1 ergibt sich aus (327.22)
Cxx(m) = a,Cyx(m-1) .
Die Systemfunktion H(z) aus (327.12) lautet fiir den ARMA(1,1)-Proze
H(z) = TPl = 201
Sie besitzt bei z = zp) = by die Nullstelle und bei z = z..; = a; die Polstelle. Der Proze

ist daher zumindest im weiteren Sinne stationir, falls nach (324.9) |a,| < 1 gilt und in-
vertierbar, wenn nach (324.12) |b,| < 1 zutrifft. A

aI"xz'blo'e2
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33 Schitzungen von Momentfunktionen

331 Ergodizitit

Wie am Ende des Kapitels 311 erwidhnt, muB man sich zur Beschreibung eines stochasti-
schen Prozesses hiufig auf die Momentfunktionen beschrinken. Sind auch sie nicht ge-
geben, miissen sie geschitzt werden, beispielsweise fiir die Optimalfilter der Kapitel 352
und 353.

In der Definition (312.1) der Erwartungswertfunktion eines stochastischen Prozesses so-
wie in den Definitionen (312.2) und (312.4) der Momentfunktionen ist iiber simtliche
Werte einer Zufallsvariablen des stochastischen Prozesses zu integrieren. Man benétig
also simtliche Realisierungen des stochastischen Prozesses, das heit das Ensemble. Fii
viele stochastische Prozesse liegt aber nur eine Realisierung vor, denn beispielsweise
gibt es nur ein einziges Erdschwerefeld oder ein einziges Geomagnetfeld. Man kann sict
daher die Frage stellen, ob bereits eine Realisierung eines stochastischen Prozesses alle
statistischen Eigenschaften des Prozesses enthilt. Ist das der Fall, bezeichnet man der
stochastischen ProzeB als ergodisch. Voraussetzung fiir die Ergodizitiit ist die Stationari:
tiit im engeren Sinne, denn nur dann lassen sich die Momentfunktionen eines stochasti:
schen Prozesses aus einer Realisierung ableiten, wenn sie nicht von der Zeit t abhéngen.

Der Nachweis der Ergodizitit ist in der Regel nicht zu fiihren, so daB die allgemeine De:
finition der Ergodizitit auf bestimmte statistische Gréflen, wie den Erwartungswert odel
die Autokovarianzfunktion, eingeschriinkt wird. Man bezeichnet einen im engeren ode:
weiteren Sinne stationidren ProzeB ergodisch beziiglich seines Erwartungswertes, wenr
sein Erwartungswert aus einer Realisierung des stochastischen Prozesses zu bestimmer
ist. Es soll nun untersucht werden, unter welchen Voraussetzungen die Ergodizitit be
ziiglich des Erwartungswertes vorliegt.

Es sei X(t) ein im engeren oder weiteren Sinne stationirer Prozef, dann ist nach (313.2
oder (313.5) seine Erwartungswertfunktion

E(X(t)) = p (331.1

eine Konstante. Aus dem stationiiren Prozefl im Intervall (-T,T) wird der Mittelwert pr
1 T

Ut = TTI X(t)dt (331.2
-T

gebildet, der eine Zufallsvariable darstellt. Ergodizitit beziiglich des Erwartungswerte
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st dann gegeben, wenn mit einer Wahrscheinlichkeit von Eins die Zufallsvariable pr
len Wert g fiir T - eo annimmt, also

o= (331.3)

Siir den Erwartungswert E(pt) von gy gilt mit (331.1) und (331.2)
1 ot 1 T
E(ur) = T E(J X(t)dt) = 21-1[ E(X(t))dt = p , (331.4)
-T .

0 daB fiir die Varianz V(yr) von gt mit (312.4) und (313.6) folgt
V(ur) = EQQer-m)?)

T T
= B((y [ X(tdti-ully [ X(t2dtz-uD)
1 T T
= —{ 1[E(D((n)-u][X(tz)-u])dtldt2

7T
= — {C(tz-ll)dtldtz . (331.5)
-T

Jeht mit T - co die Varianz V(pr) gegen Null, dann ist mit einer Wahrscheinlichkeit von
3ins (331.3) erfiillt. Um die Voraussetzung hierfiir zu priifen, wird das letzte Integral in
331.5) durch die Substitution t-t; =y und t, = x umgeformt. Fiir die Funktionaldeter-
ninante detJ der Transformation (Koch 1987, S.83) gilt detJ = 1, und das rechteckige
ntegrationsgebiet wird in ein Parallelogramm transformiert, siche Abbildung 331-1. An-

y
F
ta
V'
T T
T T >, T LI
T T

Abb. 331-1: Transformation des Integrationsgebietes
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stelle von (331.5) folgt dann

T 2T T-y
Vpr) = — (I C(y) J dde+I C(y) J dxdy)
472 . -T-y

1 0 2T
" I (Y)(2T+Y)d)’+] C(y)(2T-y)dy) .

Mit y = 7 ergibt sich schlieBlich

2 i1
V(ipr) = Tr-gTC(r)(l —7)dt . (331.6)
Ist nun die Autokovarianzfunktion C(t) nach (214.6) absolut integrierbar
°j°|C(1:)|dt < oo, (331.7)
dann gilt

2T 17l 2T
| C()(1-pp)dz| < [ |C(D)|dT < =,
-2T -2T

und es folgt

1My =0 . (331.8)
Damit ist (331.3) erfiillt, so daB der stationire ProzeB ergodisch beziiglich des Erwar-
tungswertes ist. Die Ungleichung (331.7) gilt, wenn die Autokovarianzfunktion C(7) fiir
groBe Werte von 7 gegen Null geht. Um das zu gewihrleisten, muB die Realisierung
eines stationiiren Prozesses iiber einen sehr viel lingeren Zeitraum vorliegen, als der
Zeitraum betriigt, iiber den die Autokovarianzfunktion C(7) von Null verschiedene Wer-
te annimmt,

Fiir einen diskreten stationiren ProzeB X(n) mit ne {-N, -N+1, ... ,N} ergibt sich anstelle
von (331.2) der Mittelwert 1 aus

= g 3 X (331.9)
n=-N
und die Bedingung fiir die Ergodizitit beziiglich des Erwartungswertes mit E(X(n)) =
aus
rli.l.?: e (331.10)

Der Erwartungswert von it folgt mit
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N
Eir) = sy ECT X)) = g (331.11)

n=-N

und seine Varianz mit (313.12) zu

V(pur) = E((ur-1)?)
1 N N
= E( 5 L [X(n)-p] I [X(mg)-u])
(2N+1)“ ny=-N ny=-N
1 N N
= ) Y C(k) mit k = ny-n; . (331.12)

(2N+1)2 ny=-N ny=-N

Zur Auswertung der Doppelsumme muB iiber ein Gitter mit (2N+1)? Gitterpunkten sum-
miert werden. In den von links unten nach rechts oben verlaufenden Diagonalen gilt k =
>onst., wie in Abbildung 331-2 dargestellt ist und wie schon in Abbildung 218-2 gezeigt
wurde. Die Summation iiber diese Diagonalen ergibt

1

2N
T C(k)(2N+1-|k|)

V(pr) = 5
(2N+1)? k=-2N
2N
=T I COO (g (331.13)
k=-2N
P
'S
k=2N N k=0
Vd
v
7/
k=-1
7 rd
v 7/
rd rd
e 7/
7/ Ve
7 e n
-N 7 7 N R
7/ 7/
/ 7/
Ve V4
rd 7/
/.
V4 Vd
Vd Vd
rd 7
-N =-2N

Abb. 331-2: Summation entlang der Diagonalen



213

Mit N - o0 in (331.13) geht die Varianz V(i) gegen Null, und die Bedingung (331.10)
fiir die Ergodizitit ist erfiillt, falls die Autokovarianzfunktion C(k) nach (216.7) absolut
summierbar ist

oo

T O|CK)| < oo . (331.14)

k=-00

Wie bereits im Zusammenhang von (331.7) erwiihnt, bedeutet dies, daB8 die Autokovari-
anzfunktion C(k) fiir grofe Werte von k gegen Null gehen muf. Die Realisierung des
diskreten und stationiiren Prozesses muB also geniigend lang im Vergleich zu dem Be-
reich sein, in dem die Autokovarianzfunktion C(k) von Null verschiedene Werte an-
nimmt.

Bei der Uberpriifung der Ergodizitit eines im engeren oder weiteren Sinne stationfiren
Prozesses beziiglich seiner Autokovarianzfunktion geht man wie beim Erwartungswert
vor. Zur Vereinfachung der Ableitungen gelte fiir den ProzeB X(t)

E(X(t)) =0 .
Fiir die Autokovarianzfunktion folgt dann aus (313.6)
C(1) = EQX(t+7)X(¢)) . (331.15)

Der in dieser Definition zu bildende Mittelwert iiber das Ensemble wird durch den Mit-
telwert iiber die Zeit ersetzt, wobei die Integration auf das Intervall (-T,T) beschriinkt
bleibt. Der Mittelwert Ct( ) folgt dann aus

T
Cr(7) = %’I‘{ X(+D)X(L)dt . (331.16)

Ergodizitit beziiglich der Autokovarianzfunktion ist dann gegeben, wenn mit einer
Wahrscheinlichkeit von Eins die Zufallsvariable Cp(7) den Wert C(7) fiir T - oo an-
nimmt, folglich

1M er(n) = () (331.17)
Der Erwartungswert von Cp (1) berechnet sich mit (331.15) zu
T
E(Cy(7)) = %TI E(X(t+7)X(1))dt = C(1) . (331.18)
-T
Seine Varianz folgt daher mit
V(Cr(7)) = E([CT(D)-C(D)]?)

1
4T2.

T
,{. E([X(t1+1)X(t})-C(T) 1 [X(t2+T)X(12)-C(7)])dt dt, . (331.19)

- — =]
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Da X(t) stationdr ist, gilt fiir den Erwartungswert
E([X(t+D)X(1)-C(T) ] [X(t241)X(12)-C(7)])
= C(X(ll'l'T)X(ll),X(lz'i"l')X(lz)) = C(X((2-11+T)X( tr-t))) , (331.20)

denn der Ursprung der t-Achse kann an die Stelle t, verschoben werden. Nach Substitu-
tion von (331.20) in (331.19) l4Bt sich das Doppelintegral wie das in (331.5) auswerten.
Man erhilt mit (331.6) und ty-t; =0

2T
V(Cr(T)) = %T {TC(X(mr)X(w))(l-‘,'z.?l)dw . (331.21)

Die in C(X(w+7)X(®w)) auftretenden vierten Momente lassen sich durch zweite Momente
ausdriicken, wenn X(t) einen GauB-Proze8 darstellt. Man erhilt (Koch 1987, S.136)

C(X(a+7)X(@)) = E([X(t+a+T)X(t+0)-C(D) 1 [X(t+T)X(t)-C(7)])
E(X(t+a+T)X(t+0)X (t+T)X(1))+(C(7))?

E(X(t+a+7)X(t+0) )C(T)-E(X(t+7)X(t))C(7)
C(7)C(1)+C(w)C(w)+C(+T)C(0-T)-(C(T))?

= (C(0))HC(o+T)C(0-T) . (331.22)

Nach Substitution dieses Ergebnisses in (331.21) ergibt sich schlielich
o 7T 2 Lol
V(Cr (7)) = T %T[(C(a))) +C(m+t)C(w-r)](l-2T-)dw . (331.23)

Wenn die Autokovarianzfunktion C(7) fiir grofe Werte von 7 gegen Null geht, dann gilt
li
Tom VCr(7)) = 0, (331.24)
und die Bedingung (331.17) fiir die Ergodizitit beziiglich der Autokovarianzfunktion ist
erfiillt.

Fiir einen diskreten stationédren ProzeB X(n) mit ne{-N,-N+1,...,N} und E(X(n)) =0
erhilt man den Mittelwert Cy(k) seiner Autokovarianzfunktion C(k) entsprechend
(331.16) aus

N
Cr(k) = mp L X(n#k)X(n) . (331.25)
n=-N
Mit der Definition (313.12) der Autokovarianzfunktion

C(k) = E(X(n+k)X(n)) (331.26)
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ist die Ergodizitit beziiglich der Autokovarianzfunktion durch
am er(k) = C(k) (331.27)

gegeben. Der Erwartungswert des Mittels Cp(k) berechnet sich aus
1 N
E(Cr(k)) = gpg7 L E(X(n+k)X(n)) = C(k) (331.28)
n=-N
und seine Varianz aus

V(Cr(k)) = E([Cr(k)-C(k)]?)

N N
= 1 > L L E([X(npH)X(ny)-C(K) ] [X(nz+k)X(n2)-C(k)])
(2N+1)2 ny=-N np=-N
1 N N
= T Y CX(1+k)X(1)) mit 1 =ny-n; . (331.29)
(2N+1)2? ny=-N np=-N

Die Summation erfolgt wieder iiber die Diagonalen wie in (331.13) und die Berechnung
der Autokovarianzfunktion unter der Annahme eines GauB-Prozesses fiir X(n) wie in
(331.22). Man erhilt

2N
V(Cr(k)) = ztlm )> N((C(l))2+C(l+k)C(l-k))(1-§§i—r) . (331.30)

1=-

Geht die Autokovarianzfunktion C(k) fiir groBe Werte von k gegen Null, dann gilt

Hmycrk) =0,

N

und die Bedingung (331.27) fiir die Ergodizitit beziiglich der Autokovarianzfunktion ist
erfiilit.

332 Schitzung des Erwartungswertes

Die Methode, die im Kapitel 331 diskutiert wurde, um den Erwartungswert eines statio-
niiren Prozesses zu schitzen, bestand darin, die fiir die Bildung des Erwartungswertes
notwendigen Mittelwerte iiber das Ensemble durch die Mittelwerte iiber die Zeit zu er-
setzen. Ist also X(t) ein im engeren oder weiteren Sinne stationéirer ProzeB, erhilt man
die Schitzung ﬁ seines Erwartungswertes g nach (331.2) aus

A T
i = %‘r.{ X(1)dt (332.1)
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und die Varianz V(ft) der Schitzung aus (331.6). Die Schitzung ist erwartungstreu we-

gen (331.4). Ist der stationiire ProzeB ergodisch beziiglich seines Erwartungswertes, dann
A

nimmt nach (331.3) fiir T = ee die Schiitzung j aus (332.1) den Erwartungswert f an.

Fiir den diskreten stationiiren ProzeB X(n) erhilt man nach (331.9) die Schiitzung fl des
Erwartungswertes j aus

A l N
n=-N
und seine Varianz V(;\t) aus (331.13). Die Schitzung ﬁ ist wegen (331.11) erwartungs-
treu. Ist der ProzeB wieder ergodisch beziiglich seines Erwartungswertes, dann geht fiir
A
N - oo die Schiitzung p gegen den Erwartungswert jI.

333 Schitzung der Autokovarianzfunktion

Ersetzt man wieder bei einem im engeren oder weiteren Sinne stationiren ProzeB X(t)
mit dem Erwartungswert Null die Mittelwerte iiber das Ensemble durch die Mittelwerte
iiber die Zeit, erhdlt man eine Schiitzung der Autokovarianzfunktion aus (331.16).
Nimmt man an, daB die Realisierung des stochastischen Prozesses X(t) nur im Intervall
(-T,T) vorliegt, dann 148t sich die Autokovarianzfunktion C(7) in Abhingigkeit von
nur im Intervall (-T,T-7) fiir 7> 0 oder im Intervall (-T-7,T) fiir T < 0 schitzen. Die
Schiitzung ?:( T) der Autokovarianzfunktion fiir T > 0 berechnet sich daher aus

T

-1
(1) = gz | X(WOX(U)dt fiir 0 <7< 2T . (333.1)
-T
Da mit C(7) = C(-7) aus (313.8) die Autokovarianzfunktion eine gerade Funktion ist, so
A A
daB auch C(7) = C(-7) gelten muB, werden Schitzungen fiir T < 0 im folgenden nicht

betrachtet.
Mit (331.15) ergibt sich 6(1‘) aus (333.1) als erwartungstreue Schitzung von C(7)

A T-t
E(C(7)) = C(r)z%_—z. {dl =C(7) . (333.2)

Fiir die Varianz V(e (1)) der Schitzung e(r) erhilt man mit den entsprechenden Inte-
grationen, die zu (331.6) fiihren, aus (331.21)

2T-1

{TC(X(mr)X(m))(l-%.‘f’[—T)dm . (333.3)

V(E(D) = 31 .
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Nimmt man schlieBlich fiir X(t) einen GauB-Prozef an, ergibt sich mit (331.22)

2T-7

v((r)) = 2'}'7 [(C(0))4C(+T)C(0-7) ] (1-5pi=)do (333.4)
-2T+1

|
2T+

Die Schitzung C(1) der Autokovarianzfunktion C(7) mit
1 T-1
C(r) = T J X(t+)X(t)dt fir 0 <7< 2T (333.5)
-T

soll ebenfalls betrachtet werden. Sie ist nicht erwartungstreu, denn mit (333.2) folgt
EC(7) = (1-3pC(0) . (333.6)

Fiir die Varianz V(C(7)) der Schitzung C(7) ergibt sich unter der Annahme eines GauB-
Prozesses anstelle von (333.4)

V(@(1)) = 1 ZT-t[(C(m))2+C(a)+r)C(m 0](1-12HTy 333.7
B IT-zr»J,c ) B R B3

Beim Vergleich der beiden Schitzungen 6(1:) aus (333.1) und C(z) aus (333.5) liBt sich
zuniichst feststellen, daB fiir beide Schitzungen
C A .

}:2 &) = c(m wnd " (0) = C(n) (333.8)
gilt, falls fiir X(t) die Ergodizitit beziiglich der Autokovarianzfunktion erfiillt ist. Geht
ndmlich die Autokovarianzfunktion C(7) fiir groBe Werte von T gegen Null, dann gehen

A
fiir T - oo auch die Varianzen V(C(7)) aus (333.4) und V(C(1)) aus (333.7) gegen Null.

Die erwartungstreue Schiitzung 6(1) besitzt den Nachteil, daB wegen 2T-7 im Nenner
von (333.3) oder (333.4) ihre Varianz fiir Werte von 7, die sich 2T anniihern, sehr groB
wird. An den Enden der Funktion e(t) muB also mit einem sehr unregelmiBigen Ver-
halten gerechnet werden. Nach (333.7) besitzt die verzerrte Schitzung C(t) diese Eigen-
schaft nicht. Doch betriigt die Verzerrung, im Englischen "bias", dieser Schitzung nach
(333.6)

E{C(1)-C(1) = -7 C(D) , (333.9)

die fiir Werte von 7, die in der Nihe von 2T liegen, betragsmiBig maximal wird. Da
man davon ausgehen kann, daB C(t) fiir groBe Werte von T gegen Null geht und auch T
entsprechend groB ist, ist der EinfluB der Verzerrung fiir C(7) weniger gravierend als der
der groBen Varianz fiir 6 (7). Aus diesen Griinden wird die nicht erwartungstreue Schiit-
zung C(7) der Autokovarianzfunktion C(7) gegeniiber der erwartungstreuen Schitzung
6( T) bevorzugt.
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Die erwartungstreue Schitzung 6(n) der Autokovarianzfunktion C(n) eines diskreten
Prozesses X(n), der im engeren oder weiteren Sinne stationdr ist und fiir den E(X(n))=0
angenommen wird, folgt mit (331.25) in Analogie zu (333.1) aus

1 N-k

e(k) = N T ZNX(n+k)X(n) fir ke{0,1,...,2N} , (333.10)
n=-

denn wegen (331.26) gilt
E(e(k)) = C(k) . (333.11)
Die Varianz V(e(k)) der Schiitzung e(k) erhilt man, falls X(n) einen GauB-Prozef3 dar-
stellt, (331.30) entsprechend aus
Nk 2 111
V(C(k)) ZN_k_l' PN C(E)))] +C(l+k)C(l-k))(l-2m) (333.12)
1=-2N+k

Die nicht erwartungstreue Schitzung C(k) der Autokovarianzfunktion C(k), die (333.5)
entspricht, berechnet sich aus

Ck) = E X(n+k)X(n) fiir ke{0,1,...,2N} (333.13)
=-N
mit n
E(CK)) = (1) C(K) (333.14)

wegen (331.26). Die Varianz V(T(n)) der Schitzung C(n) folgt, falls X(n) ein GauB-
ProzeB ist, (331.30) entsprechend aus

k+111

V(C(k)) = m Z ((C(1))3C(1+k)C(1-k)) (1- T - (333.15)

1=-2N+k
Fiir den Vergleich der erwartungstreuen Schitzung e(k) und der nicht erwartungstreuen
Schitzung C(k) der Autokovarianzfunktion C(k) gilt ganz analog das, was zum Ver-
A
gleich von C(7) und C(t) gesagt wurde. Die Schitzung T(k) ist daher gegeniiber der
A
Schitzung C(k) zu bevorzugen.

Die Schitzung (333.10) oder die Schitzung (333.13) lassen sich mit Hilfe der schnellen
Fourier-Transformation als schnelle Faltung berechnen. Substituiert man nimlich n =
1-N und 1 = N+n, erhiilt man anstelle von (333.13)

2N-k

Ck) = 2 X(1-N+k)X(1-N) .
1=0

IN+1
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Setzt man weiter h(-m) = X(m-N), ergibt sich
h(-k-1) = X(1-N+k) .
Mit x(1) = X(1-N) und -k anstelle von k folgt schlieBlich die Schitzung

1 2N+k
C(-k) = T l2',0x(l)h(k-l) . (333.16)

Die Summe auf der rechten Seite entspricht der linearen Faltung (218.16). Sie 148t sich,
wie im Zusammenhang mit (218.18) erliutert, als schnelle Faltung berechnen. Da die
Autokovarianzfunktion mit C(k) = C(-k) aus (313.13) eine gerade Funktion ist, darf aus
(333.16) C(-k) anstelle von C(k) ermittelt werden, da C(k) = C(-k) gelten muB.

Wie bereits im Kapitel 313 erwiihnt, kann man die Schitzwerte der Autokovarianzfunk-
tion vorgegebenen Autokovarianzfunktionen anpassen.

Die Schiitzung der mit (313.10) definierten Kreuzkovarianzfunktion zweier stationdrer
Prozesse verlduft ganz analog zur Schitzung der Autokovarianzfunktion.
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34 Schitzungen des Spektrums

341 Periodogramm

Das Spektrum S(w) eines stationiren Prozesses X(t) ergibt sich nach (314.1) als Fou-
rier-Transformation der Autokovarianzfunktion C(7) des Prozesses. Um S(®) zu schit-
zen, ist es daher naheliegend, die Schitzung von C(7) einer Fourier-Transformation zu
unterwerfen. Als geeignete Schitzung fiir C(7) hatte sich C(7) aus (333.5) herausge-
stellt. Mit ihr soll im folgenden gearbeitet werden.

Mit 8( 1) # O fiir -2T < 7 < 2T aus (333.5) erhilt man eine Schitzung $(») von S(w) in
Analogie zu (314.1) mit der Fourier-Transformation

2T .
Sw) = | C(r)et¥4dr (341.1)
-2T

oder wegen (314.16), da C(7) = C(-1) gilt,

2T
S() = [ C(t)coswrdr . (341.2)

Dieser Schitzung entspricht das Periodogramm fiir diskrete Prozesse, das in (341.8) ein-
gefiihrt wird. Der Erwartungswert von §(w) berechnet sich mit (333.6) aus

2T .
EGS(@) = [ (1-pr)C(n)e"dr (341.3)
-2T

Geht die Autokovarianzfunktion C(7) fiir groBe Werte von 7 gegen Null, dann gilt mit
(314.1)

1M ES() = S(o) . (341.4)

Die Schitzung S(w) des Spektrums S(@) ldBt sich auch direkt aus der Realisierung des
stochastischen Prozesses X(t) berechnen, denn es gilt

T .
S(0) = g7 |f X(vei®%dr)? . (341.5)
-T
Um diese Beziehung zu zeigen, wird mit (213.14) die rechte Seite berechnet. Man erhilt

. T .
X(t)el®de, [ X(1p)e 21, |
-T

—— ]

1
IT-
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Substituiert man t,-t; =y, t; = y+t, und t; = x, ergibt sich mit den gleichen Uberle-
gungen, die zu (331.6) fiihren,
-j@ T'
j 77 [X(x)X(y+x)dx]e %4y + j [2.1. j X)X (y+x)dxle Vay
-21 “.Thy

Hieraus folgt dann mit (333.5)
2T .
| Cy)e?Pdy = S(o) ,
-2T

so daB (341.5) bewiesen ist.
Aus (341.5) ist ersichtlich, daB S(w) 2 0 gilt. Daher folgt wegen (341.4) auch
E(S(w)) 20 und S(w) 20. (341.6)

Fiir einen diskreten stationéren ProzeB X(n) hatte sich die Schiitzung C(k) aus (333.13'
der Autokovarianzfunktion C(k) als geeignet herausgestellt. Wegen C(k) # O fii
ke{-2N,-2N+1,...,2N} ergibt sich eine Schitzung §(2) des Spektrums S(Q) in Analo-
gie zu (314.25) aus

2N ikD '
3(Q) = kz 2NC(k)e ! (341.7)

oder wegen (314.24)
2N
S@) = ¥ C(k)coskdl . (341.8)
k=-2N

Die Schétzung §(Q) des Spektrums S(Q) bezeichnet man als Periodogramm, da mit ih
Periodizititen im Proze8 X(n) aufzudecken sind. Das Spektrum gibt, wie bereits zu Be-
ginn des Kapitels 314 erldutert, Auskunft iiber den Frequenzinhalt eines Prozesses.

Der Erwartungswert der Schitzung S(Q) berechnet sich mit (333.14) zu
ES@) = T (- Fcme (341.9;
k=-2N

Geht die Autokovarianzfunktion C(k) fiir groBe Werte von k gegen Null, erhdlt man mi
(314.25)

'"“ T ES@)) = S@) . (341.10°

Die Schiitzung $(Q) 14Bt sich direkt aus der Realisierung des diskreten Prozesses X(n
berechnen, denn es gilt
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N .
8(2) = sy 12 NX(k)e']kn|2 . (341.11)

Um dieses Ergebnis zu beweisen, wird die rechte Seite mit (213.14) berechnet. Man er-
hilt

. —
+

n

nMM=

_— N 1y0
X(n)e!™¥IL T X(ny)e 1"
-N ny=-N

[y

1 N N -j(ny-np)Q
= T )y L X(n)X(ny)e 2008
n;=-N ny=-N
Setzt man k = na-n; und n; = n+k, so gilt k = const. entlang der Diagonalen des Gitters
mit (2N+1)? Gitterpunkten, iiber die zu summieren ist. Summiert man entlang der Dia-
gonalen, erhilt man mit (333.13) fiir k > 0 ganz entsprechend wie fiir (331.13)
2N 1 N-k

3 T X(np)X(np+k)e K = 3 Ck)e M = 5(0)
k=-2N T n=-N k=-2N '

womit (341.11) bewiesen ist.

342 Geglittete Schitzung

Obwohl die Schitzung S(w) des Spektrums S(®) eines stationiren Prozesses X(t) und
die Schitzung $(Q) des Spektrums S(Q) eines diskreten stationiren Prozesses X(n) die
Eigenschaft besitzen, daB sie mit wachsender Linge T der Integration und mit wachsen-
der Anzahl N der Summanden gegen S(®#) und S(Q) streben, wie mit (341.4) und
(341.10) gezeigt wurde, stellen sie keine geeigneten Schitzungen dar. Die Ursache liegt
darin, daB unabhingig von T und unabhiingig von N

VS(@) ~ [ES@))]1* und V(@) = [ES@))]? (342.1)

gilt (Papoulis 1977, S.380; Priestley 1981, S.426). Die Schitzwerte S(@) und 5(2) ver-
halten sich also sehr unruhig, und ihre Varianzen lassen sich durch VergroBerung von T
und N nicht verringern. Dies ist dadurch zu erkliren, daB zur Berechnung der Schitzung
S(w) aus (341.1) tiber simtliche Schitzungen C(1) zu integrieren ist und daB fiir $(Q)
aus (341.7) iber die Schiitzungen C(k) fiir simtliche Werte von k zu summieren ist. Die
Varianzen V(S(®)) und V(8(Q)) ergeben sich dann aus der Summe der Varianzen simt-
licher Schitzungen C(t) und C(k), falls Unabhiingigkeit der Schitzungen angenommen
wird (Koch 1987, S.118).

Die einfachste Art, die Varianzen V(S(®)) und V(§(2)) zu reduzieren, besteht darin,
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C(71) in (341.1) fiir bestimmte Wertebereiche von 7 und C(k) in (341.7) fiir bestimmte
Werte von k zu vernachldssigen. Da bei der Schitzung der Autokovarianzfunktion vor-
ausgesetzt wurde, daB C(7) und C(k) fiir groBe Werte von 7 und k gegen Null gehen, ist
es zweckmiBig, die Schitzungen C(7) und C(k) an ihren Enden, also fiir groBe Werte
von T und k zu vernachlissigen. Noch besser ist es, mit Funktionen w(t) und w(k) die
Schitzungen C(7) und C(k) fiir groBe Werte von 7 und k geringer zu gewichten als fiir
kleine Werte von 7 und k. Man bezeichnet w(7) und w(k) als Fensterfunktionen in
Ubereinstimmung mit der Terminologie des Kapitels 227, wo diese Fensterfunktionen
dazu dienten, Impulsantworten von Filtern zu modifizieren.

Mit der Gewichtung von C() in (341.1) durch die Fensterfunktion w(7) erhilt man an-
stelle von §(w) die Schitzung $,(») des Spektrums S (®)
2T ot
8u(@) = [ C(ow(r)e%dr . (342.2)
-2T

Dieser Gewichtung im Zeitbereich entspricht im Frequenzbereich die Faltung, denn
durch die inverse Fourier-Transformation (214.2) erhilt man anstelle von (341.1) mit der
Integrationsvariablen o

C(r) = 57‘ ? S(0)ed%de .

Einsetzen in (342.2) ergibt
0 2T .
8u(®) = 3z | 8(a) [ w(n)eI* @ Vdna |
-0 -2T

Fiihrt man die Fensterfunktion w(t) als gerade und reelle Funktion ein, ist ihre Fourier-
Transformation

2T .
V() = [ w(r)eiar (342.3)

nach (214.7) ebenfalls gerade und reell. Sie wird nach (227.14) als Spektralfenster be-
zeichnet, Die Schitzung () ergibt sich dann aus der Faltung der Schitzung S(o) mi
dem Spektralfenster W(@- ), also

Sw(w) = 57, 7 S(o)W(w-a)da . (342.4)

Die Schitzung S,(») folgt also aus einer Glittung der Schitzung S(a), wobei als Ge-
wichtsfunktion das Spektralfenster W(@-a) dient.

Fiir sehr groBe Werte von T ergibt sich der Erwartungswert der geglitteten Schétzung
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1w(®) mit (341.4) aus (342.4) zu
E(Su(0)) = é;‘of S(@)¥(o-a)da . (342.5)

3etrachtet man also das Spektrum S(a) durch das Spektralfenster W(@-a), erhilt man
len Erwartungswert der geglitteten Schétzung S,(w). Ist das Spektralfenster W(o-a)
dentisch mit der Deltafunktion (211.5)

W(w-a) = 6(w-a) , (342.6)
olgt aus (342.5) fiir die Verzerrung der Schitzung §.(®) der Wert Null
EC,(w)) - S(w) =0 . (342.7)

n diesem Fall tritt jedoch keine Gliittung auf, so daB sich die Varianz der Schiitzung aus
342.1) ergibt.

das Spektralfenster W(fB) aus (342.3) muB also eine bestimmte Offnung besitzen, damit
lie Varianz reduziert wird. Als Folge tritt eine Verzerrung der Schitzung auf. Da die
spektralfenster, wie im folgenden erldutert wird, nicht nur einen Hauptgipfel, sondern
wuch Nebengipfel besitzen, allerdings von wenigen Prozent der H6he des Hauptgipfels,
verden zusitzliche Verzerrungen durch das Durchsickern des Einflusses von S(®@) an
“requenzstellen verursacht, die entfernt von der Frequenzstelle liegen, fiir die die Schiit-
wung erfolgt. Im Englischen wird dieser Effekt "leakage" bezeichnet.

vit der Offnung des Spektralfensters vermindert sich die Varianz, die Verzerrung aber
teigt an. Gleichzeitig lassen sich daher Varianz und Verzerrung nicht minimieren. Um
ru einer optimalen Fensterfunktion zu kommen, muff man entweder die Varianz vorge-
»en und die Verzerrung minimieren oder die Verzerrung vorgeben und die Varianz mini-
nieren (Schlittgen und Streitberg 1991, S.315). Hierauf wird im folgenden nicht einge-
rangen, es wird lediglich neben dem einfachen Rechteckfenster das hiufig verwendete
3artlett-Fenster vorgestelit.

die einfachste Fensterfunktion w(t) erhiilt man mit dem Rechteckfenster
1 fir |7] ¢
w(T) = (342.8)
0 fir |7] >c

ind ¢ < 2T. Das zugehtrige Spektralfenster berechnet sich mit (214.5) aus (342.3) zu

W) = % sinfic . (342.9)
dieses Spektralfenster besitzt seinen Hauptgipfel bei § = 0 mit

W(p=0) = ;3:8 725 sinfic = ;3:'0" 2ccosfic = 2¢
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und weitere Nebengipfel zwischen den Nulldurchgiéingen bei f = + na/c mit n € N. Da
das Spektralfenster (342.9) auch negative Werte annehmen kann, kénnen nach (342.4)
auch negative Schiitzwerte S,(®) erhalten werden. Da das Spektrum S(w) wegen
(314.17) eine nicht negative Funktion ist, fiihrt das Rechteckfenster (342.8) auf keine ge-
eignete Schitzung S,,(®) des Spektrums.

Das Dreieckfenster

A a1 <
w(t) = (342.10)
0 fir |t] >¢

und ¢ < 2T wurde von Bartlett (1955, S.274) fiir die geglittete Schitzung des Spektrums
eingefiihrt. Das zugehérige Spektralfenster besitzt wegen (214.14) aufgrund von (342.3)
die Form

W(B) = - sin? B . (342.11)

ﬁc

Dieses Fenster besitzt seinen Hauptgipfel bei f§ = 0 mit
W(B=0) = (,‘,;8 2 sin 802 = (342.12)

und Nebengipfel zwischen den Nullstellen bei f = + 2an/c mit n € N. Fiir das Spektral-
fenster gilt ¥(B8) 2 0, so daB mit (342.4) Schitzwerte 8.(w) 2 0 des Spektrums S(®) er-
halten werden. Da S(®) nach (314.17) eine nicht negative Funktion ist, fiihrt das Spek-
tralfenster (342.11) daher auf eine geeignete Schitzung S, (w) des Spektrums.

Weitere hiufig verwendete Fensterfunktionen sind die von Tukey und Parzen (Jenkins
und Watts 1968, S.244).

Liegt ein diskreter stationirer ProzeB X(n) vor, wird ebenfalls die Schétzung C(n) der
Autokovarianzfunktion durch eine Fensterfunktion gewichtet, und man erhilt anstelle des
Periodogramms §(Q) aus (341.7) die geglittete Schitzung S;,() des Spektrums S(2) zu

2N k0
8.(0) = ¥ T(k)wk)e ™ . (342.13)
k=-2N

Dieser Gewichtung im Zeitbereich entspricht im Frequenzbereich die Faltung, denn mit
der inversen Fourier-Transformation von (341.7) erhélt man (314.25) entsprechend

n .
0k = 5= | S(helan
-

Durch Einsetzen in (342.13) folgt
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n 2N .
Sw(@ = 5= | SV T wae*F@Mar
- k=-2N
Die Fourier-Transformation der Fensterfunktion ergibt nach (227.14) das Spektralfenster
2N ik
W(p = I wke T, (342.14)

k=-2N

so daB die geglittete Schitzung §,(Q) als Faltung des Periodogramms S(A) mit dem
Spektralfenster W(Q-4) nach (227.19) folgt

n
Se() = %Tr 7{_ S(A)W(@Q-1)dA . (342.15)

Fiir groBe Werte von N folgt der Erwartungswert der geglitteten Schitzung 5;,(Q) wegen
(341.10) aus

4
ES.(Q) = 57[ ;jr S(A)W(R-2)dA . (342.16)

Fiir das Spektralfenster W(y) gilt also wieder das, was bereits im Zusammenhang mit
(342.6) und (342.7) gesagt wurde. Besitzt das Spektralfenster eine schmale Offnung, ist
die Verzerrung der geglitteten Schiitzung klein und die Varianz groB, offnet man das
Spektralfenster, wiichst die Verzerrung, die Varianz nimmt aber ab.

Die einfachste Fensterfunktion ist wieder das Rechteckfenster mit

1 fiir ke{-2L,-2L+1,...,2L}
w(k) = (342.17)

0 sonst

und L < N. Das zugehtrige Spektralfenster erhidlt man mit (218.21) aus (342.14)

Wy = S‘"s‘l"ﬁ;” 12 (342:18)

Der Hauptgipfel des Spektralfensters liegt bei ¥ = 0 mit

_ lim cos(4L+1)y/2 _
W(y=0) = 7_’0(4L+1)—((:W2-L = 4L+1

und weitere Nebengipfel zwischen den Nulldurchgingen bei y = * 2na/(4L+1) mit
n e N. Da das Spektralfenster auch negative Werte annimmt, kénnen aus (342.15) auch
negative Schitzwerte 5,(Q) berechnet werden, was wegen S(Q) 2 0 unerwiinscht ist, so
daB die Fensterfunktion (342.17) auf keine geeignete Schitzung $,,(Q) fiihrt.

Das von Bartlett (1955, S.274) eingefiihrte Dreieckfenster
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ikl .
1- T fir ke{-2L,-2L+1,...,2L}

w(k) = (342.19)
0 sonst

fiir L < N fiihrt mit (218.24) und (342.14) auf das Spektralfenster, den sogenannten Fejer-
Kem,

W(y) = ppy (SR (342.20)

Es besitzt seinen Hauptgipfel bei ¥ = 0 mit

_ 1 lim cos(2L+1) /2,2 _
W(r=0) = gror [0 T l=1? = 2L

und Nebengipfel zwischen den Nullstellen bei y = £ 2na/ (2L+1) mit n € N. Der erste
und hiéchste Nebengipfel besitzt etwa 4% der Hohe des Hauptgipfels. Fiir das Spektral-
fenster gilt W(y) = 0, so daB fiir die Schitzwerte S5,,(Q) 2 0 erhalten wird und damit eine
geeignete Schitzung vorliegt.

Weitere hiufig benutzte Fensterfunktionen sind die von Tukey und Parzen (Priestley
1981, S.442).

Fiir die Berechnung der geglitteten Schitzung $.(Q) aus (342.13) des Spektrums S(Q)
eines diskreten stationiiren Prozesses X(n) wird man die schnelle Fourier-Transformation
einsetzen, falls dadurch Rechenzeit gespart werden kann, so daB (342.13) als diskrete
Fourier-Transformation zu interpretieren ist. Die Schitzung $,(Q) wird sich dann nicht
kontinuierlich, sondern an den diskreten Stellen

Q= %‘F}% mit ne{-2N,-2N+1,... 2N} (342.21)

ergeben, wie aus dem im Zusammenhang von (218.10) und (218.11) Gesagten folgt.

Bei einer Berechnung der Schiitzung $,(2) an diskreten Stellen braucht auch bei einer
Anwendung von (342.15) das Integral nicht ausgewertet zu werden. FaBt man nimlich
(342.13) und auch (341.7) als diskrete Fourier-Transformation auf, so ergibt die inverse
diskrete Fourier-Transformation von (341.7)

2N .
) = gt IE_ZNS(A)e""‘ mit A= 2L (342.22)

wie aus dem im Zusammenhang von (218.10) und (218.11) Erwihnten folgt. Die Substi-
tution in (342.13) ergibt mit (342.14)



228

2N
§.(2) = (A Kye ik@b _ 1 S(AIW(Q-A
@ E.zn ( )IE-ZNW( )e = T }=2_2N (AYW(Q-2)
(342.23)

mit

a =2m"f und 1—%;‘;% fiir 1,ne{-2N,-2N+1,...,2N} .

Hieraus folgt die Schitzung S,(Q) an diskreten Stellen fiir Q.

AbschlieBend soll noch ein einfaches Verfahren behandelt werden, die gegliittete Schit-
zung 8,(Q) eines diskreten stationdiren Prozesses X(n) mit ne{-N,-N+1,...,N} an den
diskreten Stellen (342.21) zu berechnen. Es besitzt den Vorzug, daB es sich unmittelbar
auf Zufallsfelder verallgemeinern LiBt. Fiir die Autokovarianzfunktion gelte

Ck) =0 fir k>2Q0 mit Q<< N. (342.24)
Die Folge der Werte fiir X(n) mit der Lange 2N+1 werde nun in M Stiicke der Linge
4Q+1 aufgeteilt, also

2N+1 = M(4Q+1) . (342.25)

Berechnet man in diesen M Stiicken der Linge 4Q+1 jeweils C(1) (k) des Stiickes i nach
(333.13) und das Pericdogramm §()(Q) des Stiickes i nach (341.7), erhilt man

. 20 _ . ik
§Gi)y = ¥ CH (keI fir ie(l,... .M}, (342.26)
k=-2Q

falls in den Stiicken der Werte fiir X(n) jeweils von -2Q bis 2Q gezihlt wird. Wegen der
Voraussetzung (342.24) kann man annehmen, da das Pericdogramm §()(Q) unabhin-
gig von §4)(Q) fiir i # j ist. Die geglittete Schitzung S,(Q) des Spektrums ergibt sich
daher einfach durch Mittelbildung aus

§.(0) = M ):ls(')(n) fir Q = %glf und ne{-2N,-2N+1,...,2N} . (342.27)

Um die Eigenschaft dieses Schitzers zu untersuchen, wird der Erwartungswert gebildet
1 M . .
ESw@) = g LESH@) = ESV@) .
i=1

Mit (341.9) und (342.26) folgt weiter

ikl

2Q ik
EGu@) = 3 (I-gyp)Ck)e ™ . (342.28)

k=-2Q

Im Vergleich hierzu erhdlt man mit (333.14) den Erwartungswert von $,(Q) aus
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(342.13), falls fiir w(k) das Dreieckfenster (342.19) substituiert wird,

2L
EGu(®) = & (1-4Kly(1-4K!
(o) (gt

. 2Q .
Ry ke = 3 (-gppce

k=-2Q

denn als Voraussetzung gilt Q<<N nach (342.24). Die gegliittete Schiitzung nach (342.27)
und die geglittete Schiitzung mit Hilfe des Dreieckfensters (342.19) entsprechen sich al-
so, da sie identische Erwartungswerte besitzen.

343 Numerische Berechnung der geglitteten Schétzung

Im folgenden sollen Methoden erldutert werden, die geglittete Schitzung des Spektrums
eines stationiiren Prozesses zu berechnen. Da die numerischen Verfahren besonders fiir
die diskreten Prozesse wichtig sind, bleiben die Diskussionen auf diese Prozesse be-
schriinkt, sie gelten aber analog auch fiir die kontinuierlichen Prozesse.

Bevor auf die numerische Berechnung eingegangen wird, sollen zwei Verfahren kurz er-
wihnt werden, die durch Vorverarbeitung des diskreten stationidren Prozesses die im Zu-
sammenhang mit (342.16) erwiihnte Verzerrung der geglitteten Schéitzung verringern.

Bislang wurde nur die Verzerrung diskutiert, die das Spektralfenster W(y) in der geglit-
teten Schitzung S,,(Q) aus (342.15) oder (342.23) verursacht. Aber auch das Periodo-
gramm S(A) trigt zur Verzerrung bei, da es aus einer endlichen Anzahl von Werten und
nicht, wie in (341.10) fiir (342.16) angenommen wird, aus einer unendlichen Anzahl von
Werten berechnet wird. Um diese Verzerrung zu vermindern, multipliziert man die er-
sten Werte eines diskreten Prozesses X(n) fiir ne{1,2,...,M} mit einer Kosinusfunk-
tion, im Englischen "cosine taper”,

%(l-cosa’—‘) fir ne{l1,2,....M) (343.1)

und das Ende des Datensatzes mit derselben Funktion, wobei insgesamt etwa 5% bis
20% der Werte des stochastischen Prozesses veriindert werden (Schlittgen und Streitberg
1991, S.300).

Die Verzerrung der gegliitteten Schiitzung kann auch verringert werden, wenn die Maxi-
ma eines Spektrums sich glitten lassen, da dann das Durchsickern des Einflusses dieser
Maxima auf benachbarte Frequenzstellen vermindert wird, was im Zusammenhang mil
(342.7) diskutiert wurde. WeiBes Rauschen besitzt nach (321.3) und (321.6) als Spek-
trum eine Konstante. Vor der Schitzung des Spektrums miite also ein stationiirer Pro-
zeB in weiBes Rauschen transformiert werden, dann sollte die Schitzung des Spektrums
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erfolgen, das abschlielend zuriick in das Spektrum des Prozesses zu transformieren wi-
re. Im Englischen bezeichnet man diese Transformation daher als "prewhitening" (Black-
man und Tukey 1958, S.39; Priestley 1981, S.556). Sie 148t sich einfach vornehmen,
wenn ein stationdrer ProzeB durch den autoregressiven Prozefl (325.1) darzustellen ist.
Das Spektrum der Rauschanteile wird dann glatter als das des urspriinglichen Prozesses
sein. Man schiitzt daher das Spektrum der Rauschanteile und erhidlt aus (325.22) das
Spektrum des urspriinglichen Prozesses.

Um die geglittete Schitzung S,,(2) des Spektrums S(Q) eines diskreten stationiren Pro-
zesses X(n) zu berechnen, kdnnen einmal nach (342.27) M Periodogramme berechnet
werden, die dann zu mitteln sind, oder die folgenden drei Moglichkeiten sind zu wiihlen:

1. Die Schitzung C(k) der Autokovarianzfunktion C(k) wird aus (333.13) ermittelt. Die
Berechnung entspricht der linearen Faltung (333.16), so daB, wie im Kapitel 218 erliu-
tert, die schnelle Faltung angewendet werden kann. Nach Multiplikation von C(k) mit
einer Fensterfunktion w(k) und diskreter Fourier-Transformation folgt nach (342.13) die
geglittete Schitzung S,(Q) an den diskreten Stellen (342.21) fiir Q. Die diskrete Fourier-
Transformation kann mit der schnellen Fourier-Transformation berechnet werden. Ge-
mil (219..2) ist sie fiir Summationen definiert, bei denen der Summationsindex mit Null
beginnt. In (342.13) ist daher

k =n-2N und n = k+2N (343.2)

zu substituieren, und man erhilt

4N .
8.0 = T C(n-2M)w(n-2N)e 1 (-0 (343.3)
n=0
Bei dieser Art der Berechnung der geglitieten Schitzung S,(2) wird an Rechenopera-
tionen die Faltung, die Multiplikation und die Fourier-Transformation benotigt.

2. Durch inverse Fourier-Transformation der Realisierung des stationiiren Prozesses X(n)
wird nach (341.11) das Periodogramm §(Q1) an den diskreten Stellen (342.21) fiir Q be-
rechnet. Durch die diskrete Faltung (342.23) mit einem Spektralfenster W(Q-A) ergibt
sich §,,(f). Fiir die Fourier-Transformation und fiir die Faltung lassen sich die schnelle
Fourier-Transformation und die schnelle Faltung einsetzen. Dieses Verfahren, die geglét-
tete Schiitzung §,,(2) zu berechnen, wird hiufig angewendet. Es benttigt an Rechenope-
rationen die Fourier-Transformation, die Multiplikation fiir die Quadrierung und die Fal-
tung.

3. Wie in Methode 2. wird das Periodogramm $(Q) berechnet. Durch die inverse diskre-
te Fourier-Transformation erhiilt man daraus nach (342.22) die geschitzte Autokovari-
anzfunktion C(k). Wie in der Methode 1. wird sie mit einer Fensterfunktion w(k) multi-
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pliziert, so daB §,,(2) durch die diskrete Fourier-Transformation (342.13) an den diskre-
ten Stellen (342.21) fiir Q folgt. Anstelle der Fourier-Transformationen lassen sich wieder
die schnellen Fourier-Transformationen verwenden. Diese Berechnungsmethode fiir
$+(Q) bendtigt an Rechenoperationen zwei Multiplikationen und zwei Fourier-Transfor-
mationen.

SchlieBlich 148t sich das Spektrum nach (354.25) auch mit Hilfe der geschitzten Parame-
ter der autoregressiven Modelle bestimmen. Man kann zeigen, dal die Maximum-Entro-
pie-Methode fiir die Schitzung des Spektrums mit diesem Verfahren identisch ist
(Haykin und Kesler 1979, S.21).
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35 Schitzungen in speziellen Modellen

351 Kontinuierliche Optimalfilter

Die Filterung deterministischer Signale war im Kapitel 216 mit Hilfe linearer verschie-
bungsinvarianter Systeme eingefiihrt worden. Auf die gleiche Weise wurden im Kapitel
323 die stochastischen Signale gefiltert. Bedeutet wieder X(t) das stochastische Ein-
gangssignal eines linearen verschiebungsinvarianten Systems, dann folgt das stochasti-
sche Ausgangssignal Y(t) mit (323.2) zu

Y(t) = Th(u)X(l-u)du . (351.1)

-0

worin h(u) die Impulsantwort bezeichnet.

Eine Realisierung in Form von Messungen soll fiir das Eingangssignal X(t) vorliegen.
Von den Messungen wird angenommen, daB sie zufillige Fehler, das sogenannte Rau-
schen, enthalten. Aus den verrauschten Messungen ist durch Filterung das ideale Signal
Y(t) zu rekonstruieren. Das ideale Signal Y(t) soll aber auch vorhergesagt werden, was
als Préadiktion bezeichnet wird. GelSst wird dieses Problem dadurch, daB die Impulsant-
wort h(u) in (351.1) durch eine beste Schitzung (Koch, 1987, S.175) bestimmt wird.
Man erhiilt dann ein Optimalfilter oder eine optimale Pridiktion.

Um sowohl zu filtern als auch zu priidizieren, wird (351.1) umgeformt zu

(141) = | he(w)X(t-u)du , (351.2)
0

worin ?(tﬂ) die Schitzung des idealen Signals Y(t+7) bedeutet. Mit T £ 0 wird die
Messung X(t) gefiltert, mit 7> 0 wird ein Signal pridiziert. Aufgrund der gewihlten un-
teren Grenze im Integral von (351.2) lassen sich Echtzeitprobleme 1sen, da Messungen
benutzt werden, die in bezug auf den Zeitpunkt t in der Vergangenheit liegen. Vorausge-
setzt wird, daB X(t) und Y(t) zumindest im weiteren Sinne stationiire Prozesse darstel-
len und daB

E(X(t)) =0 und E(Y(1)) =0 (351.3)
gilt. Der Fehler e (t+7) der Schiitzung berechnet sich aus
e(t+7) = Y(t+7) - Y(1+7) . (351.4)

Die beste Schitzung bedeutet nun, daB der Erwartungswert des quadratischen Fehlers der
A
Schitzung, der mit ® bezeichnet sei, minimal wird
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E([Y(t+7)-Y(1+7)]2) = 6 = min . (351.5)

Substituiert man (351.2), ergibt sich

E([Y(t+T) - }o he(u)X(t-u)du)?) = & = min . (351.6)
0

Aus 83'2/ oh.(v) =0 folgt die sogenannte Orthogonalitéitsrelation

E([Y(t+7) - T he(w)X(t-u)dulX(t-v)) =0 . (351.7)
0

Hieraus erhilt man mit (313.6), (313.11) und (351.3) die Kreuzkovarianzfunktion

Cry(THv) = 7 h(u)Cyx(v-u)du , (351.8)
0

die als Wiener-Hopf-Integralgleichung bezeichnet wird. Sie liefert die Impulsantwort
ht(u), sofern die Autokovarianzfunktion Cx,(k) und die Kreuzkovarianzfunktion C,y (k)
gegeben sind. Mit der bekannten Impulsantwort erhilt man aus (351.2) die Schitzung
A

Y(t+71).

Wie bereits zu Beginn dieses Kapitels erwiihnt, wird nun beriicksichtigt, daB die Mes-
sung X(t) das Rauschen g(t) enthilt,

Y(t) = X(t) + e(t) mit E(e(t)) =0 . (351.9)

Die Optimalfilterung des Eingangssignals X(t) bedeutet die bestmdgliche Reduzierung
des Rauschanteils. Das gefilterte, das heiit geschiitzte Signal zum Zeitpunkt t ergibt sich
fiir T =0 aus (351.2) mit hg(u) = h(u) zu

T(t) = [ h(u)X(t-u)du . (351.10)

o-— 8

Die Impulsantwort folgt aus (351.8) mit

Cay(v) = T h(u)Cxx(v-u)du . (351.11)
0

Mit (351.10) und (351.11) ist der Wiener-Optimalfilter im Zeitbereich bestimmt (Wiener
1949). Der Integralgleichung (351.11) entspricht wegen (214.10), (314.1) und (314.18)
im Frequenzbereich der Zusammenhang

Sxy(jo) = Sxx(@)H(jo) . (351.12)
Die Frequenzantwort H(j) des Wiener-Optimalfilters lautet demnach
H(jo) = Sxy(jo)/Sxx(@) . (351.13)
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Nimmt man an, daB die Prozesse Y(t) und £(t) voneinander unabhiingig sind, daB also
fiir die Kreuzkovarianzfunktion

Cey(v) =0 (351.14)
gilt, dann folgt fiir die Kreuzkovarianzfunktion Cyy(v) und die Autokovarianzfunktion
Cxx (V) aus (351.9)

Cxy(v) = E([Y(t)-e(t)1[Y(14v)]) = Cyy(v) (351.15)

Cax(v) = E([Y(t)-e()I[Y(t+v)-£(t4+v)]) = Cyy(v) + Cee(v) . (351.16)

Es ergibt sich dann fiir (351.11)

Cyy(v) = (j) h(u) (Cyy(v-u)+Cee(v-u))du . (351.17)
Dieser Faltung im Zeitbereich entspricht im Frequenzbereich anstelle von (351.12) die
Gleichung

Syy(®) = (Syy(@)+See(w))H(jw) (351.18)
mit der Frequenzantwort des speziellen Optimalfilters

Syy(@)
H(jo) = ———8 — . (351.19)
Syy(@)+5¢¢ (@)

Sind die Spektren Sy, (®) und Sge(@) gegeben, kann die Frequenzantwort berechnet wer-
den. Da sie eine reelle Funktion ist, bewirkt sie nach (221.43) eine nullphasige Filterung.
Die mit der inversen Fourier-Transformation (214.2) aus (351.19) berechenbare Impuls-
antwort

h(t) = 5z § H(jo)e®do (351.20)
unterliegt analog zu (221.44) der Bedingung einer geraden Funktion

h(t) = h(-t) . (351.21)

Der mittlere quadratische Schiitzfehler 32 berechnet sich mit T = 0 aus (351.6) aufgrund
der Orthogonalititsrelation (351.7), die fiir alle v gilt, mit (313.6) und (313.10) zu

@ = E([Y(1) - V(1)

E([Y(t) - (]] h(u)X(t-u)du]Y(t))

Cyy(0) - [ h(u)Cpy(u)du . (351.22)
0
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Hieraus folgt durch Substitution von (314.3), (314.20) und (323.14) sowie durch Varia-
blentransformation in (314.20)

02 = - | (Syy(w) - [ RSy (-jore % ando
= lﬁj (Syy(®) - H(jo)Sxy(-j@))dw . (351.23)

Setzt man weiter (351.13) ein, ergibt sich schliellich

® Sxy(j@)Syy(-jo)
P = 1 | (Syy(0) - —————)do . (351.24)
et Sxx(0)
Mit (351.15) und (351.16) sowie mit Sy, (-jo) = Syy(jw) aus (314.15) vereinfacht sich
diese Gleichung zu

w S, (0)Sge(®)
o = 57: TR . (351.25)
-% Syy(w)+sse(“’)
Hieraus erkennt man, daB eine perfekte Filterung vorliegt, wenn fiir die Spektren Sy, (@)
und Sg¢(w) die Bedingung

Syy(8)See(@) = 0 (351.26)

zutrifft. Sie ist dann erfiillt, wenn die Spektren Sy, (@) und S¢e(®) sich nicht iiberlappen.
Ist unter dieser Voraussetzung das Spektrum Sy (@) mit Sy (@) > 0 auf den Bereich o,
<|o|< w, bandbegrenzt und gilt S¢.(®) = 0 fir o, <|w|< @,, so folgt aus (351.19) fiir
die Frequenzantwort H(j)

1 fir o, <|oj< o,

H(jo) = [ (351.27)
0 sonst .

Nach Abbildung 222-1 liegt dann ein Bandpa8 vor.

Bedeutet 0'),2 die Varianz von Y(t), dann wird der Ausdruck lO(log(oy2/ 82)) Signal-
Rausch-Verhélmis genannt und mit der Bezeichnung Dezibel versehen, worauf schon im
Zusammenhang mit (221.33) eingegangen wurde.

352 Diskrete Optimalfilter

Diskrete Messungen X(n) eines Signals sollen dazu benutzt werden, um das ideale dis-
krete Signal Y(n) aus einer Filterung von X(n) zu gewinnen oder zu pridizieren. Beide
Prozesse seien zumindest im weiteren Sinne stationir, und es gelte
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E(X(n)) =0 und E(Y(n)) =0 . (352.1)
Fiir die Schiitzung Q(n+p) des Signals Y(n+p) wird in Analogie zu (351.2) der Ansatz

A N
Y(n+p) = X hp(k)X(n-k) mit pe{0,+1,+2,...) (352.2)
k=0

gewihlt, Fiir p € 0 wird die Messung X(n) gefiltert, fiir p > 0 wird ein Signal pridiziert.
Fiir p = 0 liegt wegen

A N
Y(n) = I ho(k)X(n-k) (352.3)
k=0

eine kausale nichtrekursive Filterung vor, wie man aus (216.8) und (217.14) erkennt. Fiir
die Impulsantwort ho(k) gilt also

ho(k) =0 fir k<0 . (352.4)

Substituiert man in (352.2) m = n+p und n = m-p ergibt sich
A N
Y(m) = I hy(k)X(m-(p+k)) .
k=0
Setzt man weiter 1 = p+k und k = 1-p, erhilt man

A N+p N+p
Y(m) = X hp(1-p)X(m-1) = Z hy(1)X(m-1) (352.5)
l=p |=p

mit der Impulsantwort
Ep(l) = hy(1-p) . (352.6)

Fiir p < 0 liegt also analog zu (225.30) eine nichtkausale nichtrekursive Filterung vor, fiir
p > 0 erhilt man wie fiir p = 0 eine kausale nichtrekursive Filterung.

Die beste Schiitzung des Ausgangssignals bedeutet nach (351.5) im diskreten Fall
o 2
E([Y(n+p)-Y(n+p)]°)

N A
= E([Y(n+p) - X hp(k)X(n-k)]?) = ¢® = min . (352.7)
k=0
Aus 8321 dhp(m) = 0 folgt die diskrete Orthogonalititsrelation
N
E([Y(n+p) - X hy(k)X(n-k)]X(n-m)) =0 (352.8)
k=0

fiir me {0, ... ,N}. Mit (313.12) und (313.14) erhdlt man hieraus die diskrete Form der
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Wiener-Hopf-Integralgleichung
N
Cay(mp) = I hy(k)Cyx(m-k) . (352.9)
k=0

Sind die Kreuzkovarianzen C,,(m+p) und die Autokovarianzen Cxx(m-k) gegeben, kann
die Impulsantwort h(k) aus (352.9) berechnet werden. Dazu fiihrt man die (N+1)x1
Vektoren

cp = [Cxy(p),Cxy(ptl),....Cay(ptN)]* , (352.10)
hy, = [hp(0),hy(1),...,hy(N)]! (352.11)

sowie die (N+1)x(N+1) Matrix X,, der Autokovarianzen

Cxx(0)  Cxx(D) ceee Crx(N)
5, = | G Cxx(0) ceen Crx(N-1) (352.12)
Cxx(N) Cxx(N'l) Cxx(o)

ein und erhilt wegen (313.13) das lineare Gleichungssystem

cp = Iihy (352.13)
mit der Lésung, falls Z,, als positiv definit vorausgesetzt wird,

b, = 5, 'cp . (352.14)

Die berechnete Impulsantwort hp(0),h,(1),... ,hy(N) wird in (352.2) eingesetzt und
A

ergibt die Schiitzung Y(n+p) des Signals Y(n+p). Wie erwiihnt, erhéilt man mit p < 0

eine Filterung und mit p > O eine Priidiktion des Signals.

Wie in (351.9) soll die Messung X(n) einen Rauschanteil £(n) besitzen

Y(n) = X(n) + &(n) . (352.15)
Unter der Voraussetzung

Cey(k) =0 (352.16)
gilt dann analog zu (351.15) und (351.16) fiir die Kreuzkovarianzen C,, (k)

Cxy(k) = Cyy(k) (352.17)
und fiir die Matrix Z,, der Autokovarianzen aus (352.12)

Ly = Lyy + Lgge . (352.18)

Nach Substitution von (352.17) und (352.18) in (352.14) folgt die Impulsantwort und da-
A
mit die Schiitzung Y(n+p) des Signals aus (352.2).
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Der mittlere quadratische Schitzfehler 32 aus (352.7) ergibt sich fiir p =0 analog zu
(351.22)

A N
& = E[(Y(n)-¥(n))?] = Cyy(0) - zoho(k)cxy(k) (352.19)
k=

und mit (352.10), (352.11) sowie (352.14)

% = Cyy(0)-co'hy = 0,%-co*Ery~'cp (352.20)

worin (352.17) und (352.18) gelten, falls die Messung X(n) nach (352.15) den Rausch-
anteil £(n) besitzt und (352.16) vorausgesetzt wird.

Zur Filterung des verrauschten Signals X(n) konnen anstelle des hier entwickelten Opti-
malfilters auch Filter mit &hnlichen Eigenschaften eingesetzt werden, beispielsweise die
im Kapitel 226 vorgestellten Rechteck- und Binomialfilter.

Es wird nun auf Méoglichkeiten eingegangen, die nach Substitution von (352.17) und
(352.18) in (352.14) benotigten Autokovarianzen Cyy(k) und Cge(k) zu bestimmen. Die
Rauschanteile £(n) werden im allgemeinen als voneinander unabhéngig angenommen,
so daB fiir e(n) stationdres weiBles Rauschen mit der Autokovarianzfunktion (321.5)
folgt

Cee(k) = og%d(k) . (352.21)

Die Varianz o2 ist ein MaB fiir dic Genauigkeit der Messungen X(n) und kann zum
Beispiel aus Wiederholungsmessungen geschitzt werden, falls sie nicht bekannt ist.

Sind die Autokovarianzen Cyy(k) unbekannt, miissen sie niherungsweise aus den Mes-
sungen X(n) nach (333.13) oder (333.16) geschétzt werden. Pat man die Abklingfunk-
tionen der Form (313.17) oder (313.19) den Schitzwerten an, lassen sich die Autokovari-
anzen Cy, (k) sehr einfach aus einer Abklingfunktion ermitteln.

Eine weitere Moglichkeit, eine Autokovarianzfunktion fiir Y(n) zu gewinnen, ist durch
einen Markoff-ProzeB erster Ordnung gegeben. Dazu wiihlt man wegen (325.24) einen
normalverteilten stationiiren AR(1)-ProzeB fiir das ideale Signal Y(n), das durch die
Messung X(n) angenihert wird,

Y(n) = a,Y(n-1) + &(n) . (352.22)

Aufgrund des Beispiels 1 des Kapitels 325 muB |a;| < 1 gelten. Die Autokovarianzfunk-
tion Cyy (k) des Signals Y(n) folgt nach (325.15) fiir k > 0 aus

Cyy(k) - a,Cyy(k-1) = 0 . (352.23)

Als Ansatz zur L8sung dieser Differenzengleichung wird
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Cyy(k) = Aaj* (352.24)

gewihlt, wobei A eine beliebige reelle Konstante bedeutet. Setzt man ndmlich (352.24)
in (352.23) ein, erhilt man

Aak - ajaa =0 . (352.25)
Aus (352.24) ergibt sich fiirk =0
Cyy(0) = 6,2 = A . (352.26)

Somit erhilt man

Cpy(k) = 6,2, mit |a)] < 1. (352.27)

Die Varianz 6,2 des Prozesses 14Bt sich nach (333.13) und der Koeffizient a; mit den
Methoden des Kapitels 354 schitzen.

353 Modell der Prédiktion und Filterung

In (352.15) wird das zu rekonslmierenﬂg_S/i@al Y(n) durch die Messung X(n) und das
Rauschen £(n) ausgedriickt. Benutzt man simtliche Messungen fiir die Pridiktion und
Filterung, erhdlt man die Ergebnisse des Modells der Pridiktion und Filterung ohne
Trendanteil (Koch 1987, S.2,57; Koch 1990, S.115; Moritz 1980, S.77). Es lautet in der
hier verwendeten Notation

y=x+ & mit E(y) =0, E(¢) =0 und
D(y) = 6°%,y, D(€) = 0°Zee, C(y.8) = 0. (353.1)

Es seien N Messungen gegeben, so daB man aus (352.2) fiir n = N erhilt
A N
Y(N+p) = X hp(k)X(N-k) . (353.2)
k=0

Nach Einfilthrung des (N+1)x1 Vektors

x = [X(N),X(N-1),....X(O)]" (353.3)
148t sich fiir (353.2) mit (352.11) schreiben

Y(Vp) = by'x . (353.4)

Simtliche N Messungen sollen gefiltert und zusitzlich M Signalwerte pridiziert werden.
Dazu ist pe{-N,-N+1,...,-1,0,1,...,M} in (353.4) zu setzen, und man erhilt die
Gleichungen
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................

................

TNM) = By'x | ‘ (353.5)
die in Matrixform lauten

y=Hx, (353.6)
worin

A A A A A A A

y = [Y(0),Y(1),...,Y(N-1),Y(N),Y(N+1),...,Y(N+M) ] (353.7)
‘ein (N+M+1)x1 Vektor und H

H = [hy,bpnyp,. .. 0 ,hg by, o byl (353.8)

eine zuniichst unbekannte (N4+M+1)x(N+1) Matrix bedeuten. Sie 148t sich bestimmen, in-
dem man (352.13) fiir pe{-N,-N+1, ... M} aufstellt und in der Form

[CN»>.--+€C0s---sCM] = Zxx[hN,...,hp,... hy] (353.9)
zusammenfaBt. Fiihrt man weiter die (N+M+1)x(N+1) Matrix

L,y = [cN,....C0,...,CM]" (353.10)
ein, lautet (353.9) unter Beriicksichtigung von (353.8)

Ly =HZ, . (353.11)

Diese Beziehung wird auch als Wiener-Hopf Gleichung bezeichnet (Scharf 1991, 8.327).
Mit ihrer Losung

H = L%, (353.12)
erhilt man aus (353.6)
y = 5y lx . (353.13)

Da diese Schitzung mit (352.13) gewonnen wird, liegt eine beste Schitzung vor.

Fiihrt man schlieBlich noch (352.17) und (352.18) beziehungsweise (353.1) in (353.13)
ein, folgt
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¥ = Dy (ByytEee) " 'x (353.14)
mit

E.* = [cn*,....co%, ... em*]!' .
Hierin gilt mit (352.10)

cp* = [Cyy(p).Cyy(p+l), ... .Cyy(ptN)]"
und folglich wegen (313.13)

[ Cyy(N)  Cyy(N-1) ... Cyy(0)
Byt = | Cyy0)  Cyy(l) oo Cyy(N)
| Cyy()  Cyy(B1) ... Cyy(MeN) |

Die als Elemente in den Matrizen Zy,*, Z,, und Z¢ auftretenden Autokovarianzen sind,
falls sie nicht bekannt sind, wieder nach (352.21) bis (352.27) zu bestimmen. Die Schiit-
zung ; enthilt aufgrund der speziellen Wahl der GroBe p in (353.4) fiir p < 0 einen Filte-
rungsanteil und fiir p > O einen Priidiktionsanteil.

An dieser Stelle soll noch das Kalman-Bucy-Filter erwihnt werden, das zur Schitzung
der Zustandsvariablen eines dynamischen Systems dient. Es 14Bt sich sehr anschaulich
mit der Bayes-Statistik herleiten (Koch 1990, S.92) und wird hier nicht behandelt.

354 Autoregressive Prozesse

Ein autoregressiver Proze8 der Ordnung p oder AR(p)-Prozel wird nach (325.1) durch
eine Linearkombination vorangegangener Werte des Prozesses und durch einen Rausch-
anteil definiert. Die Koeffizienten ay fiir ke(1,...,p}, die nach (325.17) im px1 Vektor
B zusammengefaBit werden, ergeben sich nach (325.20) aus

B=3", . (354.1)

falls die pxp Matrix X aus (325.19) positiv definit ist. Unter der Voraussetzung, daB die
Autokovarianzen des AR(p)-Prozesses, mit denen X, und ¢, gebildet werden, bekannt
sind, soll nun gezeigt werden, dafl mit (354.1) eine beste Schitzung der Koeffizienten
des autoregressiven Prozesses vorliegt. Stellt man das autoregressive Modell in der Form
(325.30) dar, erhilt man die beste Schiitzung (352.7) entsprechend mit

E((X(n)-[B' ,1][’;5“)])2) = 6® = min . (354.2)
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Aus aSZ/aﬁi =0 mit B=(B;) und ie{l,...,p)} folgt die Orthogonalitiitsrelation
ECX(n)- 1B . 11y PX@0-10) = 0 (354.3)

wegen X, = (X(n-i)) = [X(n-1),X(n-2),...,X(n-p)] '. Weiter erhilt man
E(X(n)X(n-i)) - B'E(xpX(n-i)) - E(&(n)X(n-i))

= Cxx(i)-B'cimp =0 (354.4)
wegen (325.10) nach Einfithrung des Vektors
Ci—p = [Cxx(i-1),C5x(i-2),....Cax(i-p)]" . (354.5)

Stellt man (354.4) in der Form Cxy(i) = c;_p' B fiir simtliche Werte von i auf, erhilt
man mit der Matrix £, = [€]-p,C2p,....Co] ' und dem Vektor c, aus (325.18) das
Gleichungssystem (325.20). Daher fiihrt (354.1) auf eine beste Schiitzung. Sie ist, wie
die Ableitung zeigt, unabhiingig vom Rauschanteil £(n).

Ist die Varianz 652 aus (325.4) neben den Koeffizienten ay fiir ke{1,...,p} unbekannt,
faBt man die Gleichungen (325.14) und (325.20)
Cxx(0) - cp'p = 682
& -Lp=0

zusammen zu dem linearen Gleichungssysiem

[i:x(m ;z H ;] [03] _ (354.6)

0
Die Losung kann iiber den Levinson-Rekursionsalgorithmus erhalten werden (Buttkus
1991, S.238; Jain 1989, S.198).

Die Berechnung der Koeffizienten ay eines autoregressiven Prozesses nach (354.1) oder
(354.6) setzt, wie bereits erwiihnt, die Kenntnis der Autokovarianzen Cy, (k) voraus. Sol-
len die Koeffizienten ay aus der Realisierung des Prozesses X(n) geschitzt werden, be-
dient man sich zweckmiBig statistischer Schiitzverfahren wie der Maximum-Likelihood-
Methode.

Die Likelihcodfunktion L(f) als Funktion des Vektors B der unbekannten Koeffizienten
ay aus (325.17) gewinnt man aus der gemeinsamen Dichte (325.49) der X(n)

L() = [—2—‘—]”2 exp[-‘—z(xp-o;'x.,+(§-xm-G-Xﬂ))] . (354.7)
(2702 %de tQ,, 20,

Bei der Maximum-Likelihood-Methode wird f derart geschiitzt, da L(ff) maximal wird
(Koch 1987, S.187). Die Matrix Q, = }.‘.‘,lcr‘,_2 der Autokovarianzen ist jedoch nach
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(325.13) eine Funktion der unbekannten Parameter B. Die partiellen Ableitungen nach
den unbekannten Parametern fiihren auf nichtlineare Gleichungen, die iterativ zu 16sen
sind. Anstelle von (354.7) wird daher eine geniherte Likelihoodfunktion Lo(f8) gewihit.
Da im allgemeinen p<<K gilt, wird sie mit der bedingten Dichte (325.46) gebildet (Bart-
lett 1955, S.241; Box und Jenkins 1970, S.277). Man erhilt

K - -
Lo(B) = [ ‘ 2]‘ e exp[-——‘ -G-XB)* G-X)| (354.8)
270, 20,

Nimmt man fiir die Parameterschitzung N Messungen mit N = K+1 an und setzt n = p,
dann lauten der Vektor y und die Matrix X aus (325.44) und (325.45), falls die Reihen-
folge der Werte in y und der Zeilen in X umgekehrt wird,

y= [X(P),X(P"’l)w-wx(P"'N'l)] Y, (3549)
X(p-1) X(p-2) ... X(0)

X< | X® Xp- ... XD | (354.10)
X(p+N-2)  X(p+N-3) ...  X(N-1)

Fiir die Schitzung der p autoregressiven Parameter a, werden also p+N-1 Werte von
X(n) bendtigt. Die Elemente der ersten Zeile von X bezeichnet man als Startwerte, da sie
im Vektor y aus (354.9) nicht enthalten sind.

Die Maximum-Likelihood-Methode liefert mit der geniherten Likelihoodfunktion
(354.8) das lineare Normalgleichungssystem (Koch 1987, S.188)

XXp=xy, (354.11)
aus denen, falls X' X positiv definit ist, die Schitzwerte ﬁvon B mit

B= @0 Xy (354.12)
folgen. Mit ihnen ergeben sich die Residuen 3 o

e=Xp-53. (354.13)

A A A A A
Wegen 3 = [a},...,ap] " und € = [-&(p),...,-€(p+N-1)] "' nach (325.1) erhilt man
A
das geschiitzte Signal X(n) zu

Ry = ¥ adm-k) + 2n) (354.14)
k=1

fiir ne{p,...,p+N-1}.

Die Elemente der Normalgleichungsmatrix X' X = N = (n;;) berechnen sich aus
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N
ni; = L X(p-1+n-i)X(p-1+n-j) . (354.15)

n=1

Vergleicht man diesen Ausdruck mit (333.13), 148t sich niherungsweise schreiben

nij = N Cax(i-j) . (354.16)
Ebenso gilt fiir die Elemente des Absolutgliedvektors X'y = (1;)
i = N Cu(i) - ' (354.17)
Anstelle von (354.11) erhiilt man dann das Gleichungssystem
cp = LB (354.18)
mit dem px1 Vektor
¢p = [Cxx(D).Cax(2) ... .Cux(P)] (354.19)
und der pxp Matrix
Cxx(0) Crx(1) oo Caa(p-1)
5, - Cax(1) Cxx(0) coo Cra(p-2) ’ (354.20)
Cax(p-1) Cux(p-2) ... Tyxx(0)

das formal mit (325.20) und (354.1) iibereinstimmt. Dort ist es jedoch mit den Autoko-
varianzen Cx.(k) formuliert, wihrend (354.18) die Schiitzwerte Ty (k) fiir die Autoko-
varianzen enthélt. Ist £, positiv definit, folgt die Schiitzung B der Koeffizienten ay mit

B=%5, . (354.21)

Wegen der Analogie zu den Yule-Walker-Gleichungen (325.16) bezeichnet man B als
Yule-Walker-Schiitzer. Mit ihm erhilt man eine weitere Moglichkeit, die Koeffizienten
des autoregressiven Prozesses zu schiitzen. Fiir groBe Werte von N in (354.15) werden
die Schiitzwerte aus (354.21) nur geringfiigig von denen aus (354.12) differieren. Bei
kleinen Werten von N ist (354.12) vorzuziehen, falls dann nicht sogar mit der Likeli-
hoodfunktion (354.7) zu arbeiten ist.

Die Methode der kleinsten Quadrate liefert Schitzungen, die mit denen der Maximum-
Likelihood-Methode identisch sind, falls angenommen wird, da8 die Beobachtungen im
Vektor y aus (354.9) voneinander unabhiingig sind und gleiche Varianzen besitzen. Als
srwartungstreue Schiitzung 322 der Varianz o.? des Rauschanteils (Koch 1987, S.189)
erhiilt man den sogenannten mittleren quadratischen Pridiktionsfehler

0. = Nl_p -3 (3-XB) = o:2(p) . (354.22)
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Dieser Fehler wird zur Festlegung des Grades eines autoregressiven Prozesses verwen-
det, denn neben den Koeffizienten a, und der Varianz 0,2 ist auch die Ordnung p als un-
bekannter Parameter des Modells aufzufassen. Er fiihrt auf das Akaike-Kriterium, das
nach seiner englischen Bezeichnung "final prediction error” auch FPE-Kriterium genannt
wird (Priestley 1981, S.372),

FPE(p) = (1+p/N)3(p) . (354.23)
worin p die Ordnung des jeweiligen Modellansatzes nach (325.1) bedeutet. Mit (354.23)
ist der optimale Grad p = P des AR(p)-Prozesses dann gegeben, wenn gilt

FPE(P+1) 2 FPE(P) . (354.24)

Ausgehend von einem AR(1)-ProzeB wird also der Grad des Modellansatzes p schritt-
weise erhoht, bis das FPE-Kriterium sein erstes Minimum aufweist. Ein numerisch effizi-
entes Verfahren zur Bestimmung des optimalen Grades p eines autoregressiven Prozesses
entwickelten Barrodale und Erickson (1980) basierend auf der Parameterschiitzung
(354.12). Zusiitzlich zur Schiitzung nach (354.12), die fiir simtliche aufsteigenden Werte
im Beobachtungsvektor y formuliert wird, wird die Parameterschétzung auch fiir abstei-
gende Werte vorgenommen.

Setzt man die Schitzwerte B aus (354.12) und 0,2 aus (354.22) in (325.22) ein, erhilt
A
man die Schiitzung S,,(2) des Spektrums S,,(9)

Sax() = 332/|(k§03ke'jk“)|2 . (354.25)

Die Schitzung der unbekannten Parameter eines MA(q)-Prozesses, der in (327.1) defi-
niert wurde, oder eines ARMA(p,q)-Prozesses nach (327.11) kann ebenfalls nach der
Maximum-Likelihood-Methode erfolgen (Box und Jenkins 1970, S.209; Jenkins und
Watts 1968, S.200; Priestley 1981, S.354; Schlittgen und Streitberg 1991, S.181).

355 Erweitertes autoregressives Modell

Fiir die Parameterschiitzung im erweiterten autoregressiven Modell geht man von (326.3)
aus. Beim Trend b(n) wird im allgemeinen eine nichtlineare Funktion der unbekannten
Parameter ¢; mit ie{l,...,q} vorliegen, so daB eine Linearisierung

b(n) = bg(n) + dp(n)'bc (355.1)
mit

bO(n) = b(n,COI»---,COq)
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[(3b(n)/3c1)p. . .. »(Bb(n)/dcq)o]
[50[,...,50q]'

dy(n)
éc

notwendig ist. Dabei ist 8c wegen c; = co; + &c; fiir ie{1,...,q} der qx1 Vektor der
unbekannten Zuschliige 8c; zu den Niherungswerten cg; . Mit (355.1) lautet (326.3)

P
Y(n) = I ag(Y(n-k)-bo(n-k))+bg(n)+dy(n) ' bc
k=1

p P
- Y apdp(n-k) '8¢ - ¥ ayr(n-k) + &(n) + r(n) . (355.2)
k=1 k=1

Fithrt man weiter fiir die autoregressiven Parameter die Aufspaltung ay = ag, + a, mit
ke{l,...,p} ein, worin agy wiederum die Niherungswerte und 8ay die Zuschlige be-
deuten, so 148t sich bei Vernachlidssigung von Produkten kleiner GroBe schreiben

p
Y(n) l(Elaox(Y(n-k)-bo(n-k))-bo(n)-!-:(ﬂ)

P P
Y (Y(n-Kk)-bg(n-k))8a,+dg(n) '8c - Y agedo(n-k)'dc
k=1 k=1

)'3 ager(n-k)+r(n) . (355.3)
k=1

Mit der Substitution
Y(n) = Y(n) - bg(n) (355.4)
geht (355.3) iiber in

Y(n) - )Iiaoﬂ(n-k)-e(n) = )%Y(n-k)ﬁaﬁdo(n)'&
k=1 k=1
p P
- Y agdo(n-k)'6c - ¥ ager(n-k)+r(n) . (355.5)
k=1 k=1

Stellt man diese Gleichung fiir ne{p, ... ,N-1} auf, erhilt man mit den Vektoren

y = [Y(0),....Y(N-1)]*
e = [e(p),....e(N-1)]"
r=[r0),....r(N-1)]"

und den Matrizen



agp ao,p-1 ag; -1 0 0 0
z=|0 a0p apy agy -l 0 0
0 0 0 0 0 ag; -1
X = [X;.X;]
Yop-1)  -Y(p-2) ... -Y(0)
x, - | Yo  Te-n .. T
SF(N-2)  -T(N-3) ... -Y(N-p-1)
do(0)
X, =Z do(1)'
do(N-1)°

das lineare Gleichungssystem
XB+Zr=Zy+e (355.6)

mit dem Vektor der unbekannten Parameter

o2 55
der sich zusammensetzt aus

B = [8ay,...,83,]" , (355.8)

B, = 8¢ = [6cy,...,8¢cq]" . (355.9)
Nach (325.3) und (326.4) gilt fiir die Erwartungswerte von e und r

E(e) =0 und E(r) =0 . (355.10)

Die Matrizen D(e) und D(r) der Autokovarianzen von e und r sind mit (325.4) und
(326.5) durch

D(e) = 621 und D(r) = 6;%I (355.11)
gegeben. Man erhilt wegen (326.12)

r a1 0
D([e])= 0 a,}l]' (355.12)
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Mit der Transformation

y=2y (355.13)
ergibt sich aus (355.6)

xp+1z-n[ 5] =y

und schlieBlich mit Z = [Z, -I] sowie Y= [r',e']"' das gemischte Modell fiir die Para-
meterschitzung (Koch 1987, S.244), falls die Elemente der Matrix X als fest angenom-
men werden

XB+Z7=y m;n@y:m[éb:zw. (355.14)

Die Matrix D(y) der Autokovarianzen von y berechnet sich aus (355.14) zu
D(y) =Z D(y) Z

6’21 0 yA
wn [ S]]

0,22 +0°1 =%, . (355.15)

Die Normalgleichungen des gemischten Modells folgen aus der Methode der kleinsten
Quadrate mit (Koch 1987, S.249)

[ivz][;]=[;]- (355.16)

Hierin bedeutet k der Vektor der Lagrangeschen Multiplikatoren. Bevor die Schitzwerte
berechnet werden konnen, sind die unbekannten Varianzen 6,2 und 6,2 in (355.15) zu
bestimmen, wozu auf die Varianzkomponentenschitzung (Koch 1987, S.259) zuriickge-
griffen wird. Setzt man in (355.14)

e=-Z7v, (355.17)
erhilt man mit (355.15) sowie V, =ZZ' und V; = I das GauB-Markoff-Modell

XB=y+e mit D(y) = o2V, + 6%V, (355.18)
mit den unbekannten Varianzkomponenten 6,2 und 6,2 Es werden zunichst die Varianz-
komponenten 6,2 und o2 geschiitzt und die Ergebnisse in (355.15) eingesetzt. Man er-
hiilt die Schitzung

A A 2 A 2 A

D(y) = 0,V + 0V = 3y, , (355.19)
die in (355.16) anstelle von X, eingefiihrt, die Schitzung fiir B
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A A A
ﬂ - (x-xyy—lx)—l x.zyy-—ly
sowie

k=2,(y-X P

(355.20)

(355.21)

liefert. Die Losung (355.20) enthiilt nach (355.7) die Schitzwerte fiir die p autoregressi-
ven Parameter und die q Trendparameter. Die Schitzwerte des Zufallsvektors ¥ in

(355.14) berechnen sich zu (Koch 1987, S.249)

T=Zy L'k
A A
oder aufgespalten in r und e

A

=027k

> =m>

= '352 k .

Die gefilterten Beobachtungen Q(n) ergeben sich mit (355.23) zu
A A
Y(n) = Y(n) - r(n)

fir ne{0,...,N-1}. Weiter erhiilt man mit dem geschitzten Trendanteil

A
b(n)

A A A
b(n,B) = b(n,&;,...,8g)
das geschiiizte Signal

A A A
X(n) = Y(n) - b(n)
fir ne{0,...,N-1}, das sich fiir ne{p,...,N-1} auch durch

A PaA A A
X(n) =} ag X(n-k) + &(n)
k=1

nach (326.2) darstellen 146t.

(355.22)

(355.23)
(355.24)

(355.25)

(355.26)

(355.27)

(355.28)
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36 Zufallsfelder
361 Definitionen

Wie bereits im Kapitel 311 erwiihnt, bezeichnet man die Folge von Zufallsvariablen
X(t,s) (361.1)

als n-dimensionalen ZufallsprozeB oder n-dimensionales Zufallsfeld, falls der Index t der
Indexmenge T nicht mehr skalarwertig ist, sondern einen n-dimensionalen Vektor dar-
stellt, beispielsweise

l=[ll,l2,...,(n]'
Abgekiirzt wird wieder
X(t) (361.2)

geschrieben, da das Zufallsfeld als Folge vom Indexvektor t abhingiger Zufallsvariablen
interpretierbar ist.

Die Elemente s der Menge S der Elementarereignisse konnen wieder abzihlbar oder
iiberabzidhlbar sein. Fiir einen vorgegebenen Vektor t bildet dann X(t) eine diskrete
oder im zweiten Fall eine stetige Zufallsvariable. Ebenso konnen die Elemente t der In-
dexmenge T abziihlbar oder iiberabzihlbar sein. Im ersten Fall erhiilt man ein Zufallsfeld
an diskreten Punkten oder ein diskretes Zufallsfeld, wihrend im zweiten Fall das Zufalls-
feld kontinuierlich vorliegt. Als Beispiel eines zweidimensionalen diskreten Zufallsfeldes
seien die Grauwerte in den Bildelementen eines digitalen Bildes genannt, wobei die Zu-
fallsvariablen, die die Grauwerte reprisentieren, diskret oder stetig sein kdnnen.

Ist das Zufallsfeld nicht skalarwertig, sondern besitzt es mit
x(t) = [Xl(t),x2(t),-~-sxm(t)]‘ (361.3)

m Komponenten, wird es als vektorielles Zufalisfeld bezeichnet. Beispiel eines vektoriel-
len Zufallsfeldes sind die Geschwindigkeitsvektoren einer Fliissigkeit in Abhidngigkeit
von der Zeit und von vorgegebenen Punkten eines Raumes. Da die Geschwindigkeits-
vektoren drei Komponenten besitzen, liegt fiir jeden Indexvektor t eine dreidimensionale
Zufallsvariable X(t) = (X;(t)) mit ie{1,2,3} vor. Der Indexvektor t bezeichnet die
Zeit und die Punkte im dreidimensionalen Raum, so daB teR* gilt.

Mit den Indexvekioren te{tg, ..., t,} 148t sich fiir das skalarwertige Zufallsfeld (361.2)
wie in (311.4) die Verteilungsfunktion
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F(Xg,.--+Xn,tg,-- -, tg) = P(X(tg) < xg,....X(t;) < Xy) (361.4)

angeben, worin F die Verteilungsfunktion und P die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
X(tg) < Xg,...,X(t,) <X, fiir beliebige xg, . . . ,X, bedeutet. Ersetzt man in (361.4) die
eindimensionale Zufallsvariable durch eine mehrdimensionale Zufallsvariable, wird die
Verteilungsfunktion fiir das vektorielle Zufallsfeld (361.3) definiert.

362 Momentfunktionen, Homogenitét und Isotropie
Fiir das Zufallsfeld X(t) aus (361.2) erhilt man mit der aus (361.4) folgenden Wahr-

scheinlichkeitsdichte die Erwartungswertfunktion p(t) ganz entsprechend wie in (312.1)
zu

p(t) = E(X(t)) . (362.1)
Analog sind die Momentfunktion K(t,, t;)

K(ty, t3) = E(X(t;)X(t2)) (362.2)
und die Autokovarianzfunktion C(ty, t;)

C(ty, tz) = E([X(ty)-p(t1) ] [X(t2)-u(t2)]) (362.3)
definiert.

Die der Stationaritiit bei stochastischen Prozessen entsprechenden Eigenschaften bezeich-
net man bei Zufallsfeldern als Homogenitit. Die Verteilungsfunktion eines homogenen
Zufallsfeldes ist also invariant gegeniiber Verschiebungen des Indexvektors t. Ein homo-
genes Zufallsfeld besitzt daher analog zu (313.2) einen konstanten Erwartungswert

E(X(t)) = ¢ (362.4)
und (313.3) entsprechend eine nur vom Differenzvektor T abhiingige Momentfunktion

K(ty,t3) = K(?) mit 7= ty-t (362.5)
sowie (313.6) entsprechend eine nur von T abhiingige Autokovarianzfunktion

C(t,ty) =C(r) mit C(7) = C(-17) . (362.6)

Ein Zufallsfeld bezeichnet man als homogen und isotrop, das heiflt richtungsunabhingig,
falls die Momentfunktion und damit auch die Autokovarianzfunktion nur vom Betrag
von T abhiingt, also

C(ty,ty) = C(l7]) mit |7] = (v D)'/2. (362.7)

In der statistischen Beschreibung der Turbulenz wird mit solchen Feldern gearbeitet



252

(Monin und Yaglom 1975, S.113).
Fiir ein vektorielles Zufallsfeld X(t) nach (361.3) mit
X(t) = [X1(t),Xa(t),... . Xn(t)]"

erhilt man die Erwartungswertfunktion p;(t) der i-ten Komponente X;(t) von X(t)
nach (362.1) zu

u;(t) = E(X;(¢)) fir ie{l,...,m) (362.8)
sowie die Momentfunktion K;;(t;, tz) von X;(t) und X;(t) nach (362.2) zu
Kij(t1,t2) = E(X;(t)X;(tz)) fir i,je{l,...,m} (362.9)

und die Autokovarianzfunktion C;;(t,, t;) nach (362.3) zu
Cij(ty,t2) = E([X; (1) - (0) 11X (t2)-p5(t2)]) . (362.10)

Die Erwartungswertfunktion des vektoriellen Zufallsfeldes X(t) wird durch den mx1
Vektor mit dem Komponenten p;(t) aus (362.8) bestimmt und die Momentfunktion des
ersten Moments sowie die Autokovarianzfunktion durch die mxm Matrizen mit den Ele-
menten K; (1), ty) aus (362.9) und C;; (¢, tp) aus (362.10).

Fiir ein homogenes vektorielles Zufallsfeld erhilt man mit (362.5) aus (362.9)

Kij(t;,t2) = Kij(7) mit 7= 1,-¢ (362.11)
und mit (362.6) aus (362.10)
Cij(ty,ty) = Ci(o) . (362.12)

Liegt ein homogenes und isotropes vektorielles Zufallsfeld vor, lassen sich fiir die Auto-
kovarianzfunktion im Fall der Dimension m = 3 vereinfachende Bezichungen angeben,
die als Taylor-Karman-Struktur bezeichnet werden. Sie wurden fiir die statistische Be-
schreibung von Turbulenzen entwickelt (Monin und Yaglom 1975, S.39) und finden bei-
spielsweise in der Erdmessung Anwendung (Meier und Keller 1990, S.95), aber auch bei
der Untersuchung geoditischer Netze (Grafarend und Schaffrin 1979).

Beispiel 1: Die Hohen in den Punkten P; mit den ebenen Koordinaten t; = [x;,y;]"
bilden das Zufallsfeld X(t;). Das Zufallsfeld sei homogen und isotrop. Dann ist nach
(362.7) die Autokovarianzfunktion lediglich abhingig vom Abstand r der Punkte P; und
P; mit

r= ((xj-x;)2 + (yj-y)H2.
Die Autokovarianzfunktion liBt sich dann beispielsweise nach (313.19) darstellen durch
(Koch 1973)
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0.2

C(r) = —_—
1+(r/a)

(362.13)
A

363 Spektrum

Die spektrale Darstellung (314.10) eines eindimensionalen stationdiren Prozesses kann
wie folgt auf ein n-dimensionales homogenes Zufallsfeld X(t) erweitert werden

X(t) = —1— J...] &® tn(a) . (363.1)

Q2r)" o -

Hierin bedeuten t der nx1 Indexvektor, @ der nx1 Vektor von Frequenzen und dD(w) das
Differential des komplexwertigen Zufalisfeldes D(®) mit unabhingigen Zuwichsen. Die
Integration umfaBt n Integrale. Entsprechend ergibt sich auch das Theorem von Wiener-
Khintchine und damit das Spektrum S(®) eines n-dimensionalen homogenen Zufallsfel-
des als n-dimensionale Fourier-Transformation (231.18) der Autokovarianzfunktion C( 1)
aus (362.6), in der 7 ein nx1 Vektor bedeutet,

S(a) = j? C(r)e® %dr (363.2)

-0 -00

und

C(o) =

©0

L 7.7 sta)el® %o . (363.3)

2m)" e -

Das Spektrum eines homogenen vektoriellen Zufallsfeldes X(t) mit m Komponenten
wird durch eine mxm Matrix gebildet. Zwischen den Elementen §;;(®) dieser Matrix und
den Elementen C;;(7) aus (362.12) der mxm Matrix der Autokovarianzfunktionen beste-
hen die Beziehungen

Sij(0) = 7}, Cij(ne i Tt (363.4)
und
Cij(7) = L f...f 8ij(@el® % . (363.5)
(2m)" o -o

Fiir ein homogenes diskretes Zufallsfeld der Dimension n wird wieder angenommen, daf]
mit (232.1) und (232.6) die diskrete Autokovarianzfunktion C(k,,...,k,;) durch Abta-
stung aus der kontinuierlichen Autokovarianzfunktion C(7) erhalten wird

C(ky,....ky) = C(1 = kjAT), ..., Ty = kpATy) .
Anstelle von (363.2) ergibt sich dann mit (232.7) analog zu (314.21) das Spektrum des
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homogenen diskreten Zufallsfeldes der Dimension n zu

00

S(Oy,....00) = % ... Y Clki,....ky)e  (Kidmior+.. . +kabTaha) (363 ¢
k1=-m kn=-°°

und anstelle von (363.3) mit (232.8) analog zu (314.22)

nl/Aty n/Aty
Clky, ... ky) = 28T T sy, 00)

(2n)" -n/At,  -nlATy
e (KidTi0r+ . +hadTa0n) gy - 4y, . (363.7)

Setzt man noch Q; = At;®;, fiihrt man also wie bei (233.14) die normierten Frequenzen
Q; ein, ergibt sich (314.25) entsprechend

S@p,....0) = X ... ¥ Clkp... ke d il +kallo) (363.8)
ky=-0 kp=-%
und
n n .
Clky. .. k) = —— [...f SQ@,...,0qel®itt--kalldgg g
2" -z -n

(363.9)
Beispiele fiir Spektren diskreter Zufallsfelder befinden sich in den Kapiteln 377 und 378.

Das Spektrum eines homogenen diskreten vektoriellen Zufallsfeldes ergibt sich analog
zu (363.4) und (363.5).



255

37 Spezielle Zufallsfelder
371 WeiBes Rauschen und Gauf3-Zufallsfelder

Von den im Kapitel 321 behandelten speziellen Zufallsprozessen lassen sich das weile
Rauschen und der GauB-ProzeB bequem auf Zufallsfelder verallgemeinern. Ein Zufalls-
feld X(t) bezeichnet man als weiles Rauschen, wenn die Zufallsvariablen X(t;) und
X(t,) fiir t,#t, voneinander unabhiingig sind, so daB (321.1) entsprechend fiir die Auto-
kovarianzfunktion aus (362.3) gilt

C(ty,ty) =0 fir =ty . (371.1)

Ein Zufallsfeld X(t) bezeichnet man als GauB-Zufallsfeld, wenn fiir beliebige Indexvek-
toren t mit te{tg,...,t,} die entsprechenden Zufallsvariablen, die im (n+1)x1 Vektor
x zusammengefafit seien, also x = (X(t;)), die multivariate Normalverteilung mit den
Parametern g und X besitzen

x ~ N(p,X) . (371.2)

Entsprechend (321.8) und (321.9) gilt fiir die Erwartungswertfunktion des GauB-Zufalls-
feldes

E(X(t;)) =y mit p= (g;) (371.3)
und fiir die Autokovarianzfunktion
C(li,lj) = 0jj mit X = (O’ij) . (371.4)

Beispiele fiir Zufallsfelder mit weiem Rauschen und fiir GauB-Zufallsfelder befinden
sich in den Kapiteln 375 bis 379.

Fiir ein vektorielles Zufallsfeld X(t)
X(t) = [X1 (). Xa(t), ..., Xp(t)]"

mit weilem Rauschen gilt (371.1) fiir die Autokovarianzfunktion C;;(t;,t3) von X;(t)
und X;(t) mit i,je{l,...,m}, also

Cij(l],lz) =0 fiir t#ty . (371.5)

Fiir ein vektorielles GauB-Zufallsfeld X(t) mit den Indexvektoren te{tg,...,t,} besit-
zen die Zufallsvariablen

xl(tO)'- . ,xm(lo),X|(l|),. .. vxm(tl)'- --'Xl(tn)»- .. ’xm(tn)

eine gemeinsame multivariate Normalverteilung, die (371.2) entsprechend definiert ist.
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372 Markoff-Zufallsfelder

Wie bereits im Zusammenhang mit der symmetrischen Markoff-Eigenschaft (322.12) er-
wihnt, lassen sich die Markoff-Prozesse auf Zufallsfelder verallgemeinern. Vorausset-
zung hierfiir ist, daB ein Nachbarschaftssystem fiir das Zufallsfeld definiert ist. Dann 148t
sich die Markoff-Eigenschaft (322.12) mit Hilfe der Nachbarschaften formulieren. Auf-
grund der Markoff-Eigenschaft héingt die bedingte Verteilung einer Zufallsvariablen des
Zufallsfeldes nur von den Werten der Zufallsvariablen der Nachbarschaft ab. Dies er-
leichtert bei vielen Anwendungen, zum Beispiel in der digitalen Bildverarbeitung, ganz
wesentlich die Aufstellung von Verteilungen.

Im folgenden sollen die Elemente t; der Indexmenge T mit i€ {0, ...,n} abzihlbar sein,
so daB ein diskretes Zufallsfeld vorliegt. Die Indexvektoren t; lassen sich dann als Kno-
ten eines Graphen interpretieren. Zwei Knoten t; und t; mit i#j bezeichnet man als
Nachbarn, falls eine Kante des Graphen sie verbindet. Die Menge der Knoten, die Nach-
barn des Knotens t; sind, bilden die Nachbarschaft d{t;} des Knotens t;. Die Menge
der Nachbarschaften, die sich mit Hilfe des Graphen entwickeln lassen, bildet das Nach-
barschaftssystem des Zufallsfeldes.

Bezeichnet man mit {t;} die Menge, die als Element nur den Indexvektor t; enthiilt,
dann ldBt sich die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses X(t;) < x; unter der Bedingung
einfithren, daf die Zufallsvariablen X(t;) an den iibrigen Knoten des Graphen die Werte
xj annehmen

P(X(t;) < x;|X(t;) = x; fiir alle t;eT\{t;}) . (372.1)

Diese Wahrscheinlichkeit wird als lokale Charakteristik bezeichnet. Sie entspricht der
linken Seite in der symmetrischen Markoff-Eigenschaft (322.12). Man bezeichnet nun
das Zufalisfeld X(t) als Markoff-Zufalisfeld, falls gilt

P(X(t;) < Xil)((lj) = Xj fiir alle tjET\{ti})
= P(X(t;) < x;|X(t;) = x; fiir alle t;ed{t;}) . (372.2)

Die bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses X(t;) < x; h#ngt also nur noch von den
Werten der Zufallsvariablen X(t;) in der Nachbarschaft d{ t;} von t; ab.

Wie in (322.3) und (322.4) 4Bt sich die Markoff-Eigenschaft (372.2) iiber die bedingte
Verteilungsfunktion mit Hilfe der bedingten Dichte eines Markoff-Zufallsfeldes ausdriik-
ken

P(Xi[X0sX1s- s XiclsXigls---5Xg) = P(Xi|OX;) (372.3)
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falls dx; die Werte der Zufallsvariablen X(t;) in der Nachbarschaft d{t;} von t; be-
zeichnen. Diese Beziehung gibt wie (372.2) die Markoff-Eigenschaft fiir Zufallsfelder
an. Ist t; mit t; = t; ein Skalar und bezeichnet dx; die Werte x;.; und x;,, der be-
nachbarten Zufallsvariablen X(t;-;) und X(t;,), fithrt (372.3) unmittelbar auf die
symmetrische Markoff-Eigenschaft (322.12).

Fiir ein vektorielles Zufallsfeld mit
X(t) = [X)(1),X2(1), ... . Xn() ]

nach (361.3) 1dBt sich (372.1) entsprechend ebenfalls eine lokale Charakteristik definie-
ren, falls x;y einen beliebigen Wert der Komponente X, (t;) des vektoriellen Zufallsfel-
des bedeutet,

P(X;(ti) < xi1.X2(t) < Xi2,....Xa(ti) < xin|Xi (L)) = xjy,
Xa(t;) = Xj2,....Xn(tj) = Xjp fiir alle t;eT\{¢;}) . (372.4)
Die lokale Charakteristik bezeichnet die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
Xp(ti) < xi1,X2(t5) < Xj2,...,.Xa(t;) < Xjp

fiir den Zufallsvektor X(t;) mit dem Indexvektor t; unter der Bedingung, daB die Zu-
fallsvektoren X(t;) an allen iibrigen Knoten t; des Graphen vorgegebene Werte anneh-
men. Entsprechend (372.2) liegt nun ein vektorielles Markoff-Zufalisfeld vor, falls gilt

P(X;(t;) < X51,.-..Xn(t;) < xim|Xl(tj) = le,...,Xm(tj) = Xjn

fiir alle tjET\{ t:hH

= P(X;(t;) < X51,-..,Xp(t;) < xim|X,(tj) = xj,,...,Xm(tj) = Xjm
fir alle tjed{t;}) . (372.5)

Die bedingte Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses des Zufallsvektors X(t;) mit dem In-
dexvektor t; hingt damit nur noch von den Werten des Zufallsvektors X(tj) in der
Nachbarschaft d{t;} von t; ab. Fiihrt man wieder wie in (322.3) die bedingte Vertei-
lungsfunktion ein, folgt anstelle von (372.5) fiir die bedingte Dichte des Zufallsvektors
X(t;)

P(Xits- - Xim|Xots---2Xoms« - o »Xio1, 15+ - - s Xicl,m»

xm‘l.,..,xm,m....,xn.,...,xnm) = p(x“,...,xim|9xik) , (372.6)

falls dx;, die Werte des Zufallsvektors X(t j) in der Nachbarschaft dJ{t;} von t; be-
zeichnet.
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373 Nachbarschafts-Gibbs-Felder

Fiir Zufallsfelder wird jetzt die Gibbs-Verteilung eingefiihrt. Ihr Ursprung liegt in der
statistischen Physik, und sie definiert die Verteilung in Systemen, die sich im Gleichge-
wichtszustand befinden. Zur Beschreibung eines Ferromagneten benutzte Ising (1925)
eine spezielle Gibbs-Verteilung, die in (376.26) angegeben und heute als Ising-Modell
bezeichnet wird (Geman und Geman 1984; Kindermann und Snell 1980, S.2). Die
Gibbs-Verteilung wird hier als Definition eingefiihrt, eine physikalische Herleitung fin-
det man in (Landau und Lifschitz 1979, S.75).

Die Werte x; einer Realisierung des diskreten Zufallsfeldes X(t;) mit X(t;) = x; und
ie{0,1,...,n} seien im Vektor x zusammengefaBt, also x = (x;). Die Indexvektoren
t; der Indexmenge T bilden wieder die Knoten eines Graphen. Es sei A mit AcT eine
Teilmenge der Indexvektoren t;, die eine gewisse Art der Konfiguration von Knoten im
Graphen bilden. Alle moglichen Konfigurationen dieser Art im Graphen, also alle Teil-
mengen A seien in der Menge D zusammengefaBt. Fiir die Menge A wird nun die reell-
wertige Funktion U, (x), das sogenannte Potential, mit den Eigenschaften eingefiihrt

Upa(x) = Upg(y) mit x; =y; fir alle t;eA, (373.1)
wobei y = (y;) den Vektor einer Realisierung bedeutet, und
Up(x) =0 mit A=0 . (373.2)

Als Energie U(x) des Potentials wird die Summe der Potentiale sdmtlicher Teilmengen
von A in T definiert
U(x) = I Ua(x) . (373.3)
AeD
Bezeichnet nun p(x) die Wahrscheinlichkeitsdichte des Zufallsfeldes X(t), dann ist die
Gibbs-Verteilung definiert durch

p(x) = 7 exp(-U(x)), (373.4)

wobei Z die Normierungskonstante bedeutet. Sie betrigt bei stetigen Zufallsvariablen,
falls also die Elemente s der Menge S der Elementarereignisse in (361.1) iiberabziihlbar
sind,

]

Z= [...] exp(-U(x))dxo...dx, . (373.5)

-00 -00
Bei diskreten Zufallsvariablen oder abzihlbaren Elementen s der Menge S wird die Nor-
mierungskonstante auch als Zustandssumme, im Englischen "partition function”, bezeich-
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net. Sie berechnet sich zu

Z =3 exp(-U(x)) , (373.6)
X

wobei iiber simtliche Werte von x, also iiber simtliche Realisierungen des Zufallsfeldes
X(t) zu summieren ist.

Ein Zufallsfeld, das die Gibbs-Verteilung (373.4) besitzt, bezeichnet man als Gibbs-Zu-
fallsfeld. Sind die Werte x des Zufallsfeldes derart beschaffen, daB die Energie U(x) des
Zufallsfeldes groB ist, dann sind die Dichtewerte p(x) klein. Umgekehrt bewirkt eine ge-
ringe Energie groBe Dichtewerte.

Anstelle der Darstellung (373.4) fiir die Dichte der Gibbs-Verteilung findet man auch
p(x) = 7 exp[-U(x)/To] (373.7)

mit der entsprechenden Normierungskonstanten Z. Hierin bedeutet Ty die Temperatur.
Durch sie lassen sich die Maxima der Wahrscheinlichkeitsdichte steuern. Bei hohen
Werten von Ty ergibt sich eine flach verlaufende Dichtefunktion, wihrend kleine Werte
von Ty die Maxima auspriigen. Die Steuerung durch die Temperatur Ty spielt bei den sto-
chastischen Verfahren zur Parameterschitzung eine Rolle, die im Kapitel 383 behandelt
werden.

Bei den durch die Teilmenge A der Knoten t; gekennzeichneten Konfigurationen sind
wieder die von Interesse, die Nachbarschaften beinhalten. Diese Konfigurationen be-
zeichnet man als Cliquen. Es bedeute wieder d{t;)} die Nachbarschaft des Knotens t;
und {t;} die Menge, die als Element nur den Indexvektor t; enthilt. Eine Teilmenge
CcT von Knoten der Indexmenge T ist eine Clique, falls

1. C = {t;} oder
2. tjed{ty}) fir alle tj,t,eC und  tjeey (373.8)

gilt. Eine Clique enthilt also entweder ein Element oder, falls sic mehr als ein Element
enthilt, ist jedes Element der Clique Nachbar jedes anderen Elementes derselben Clique.
Um diese Definition zu erldutern, sei auf die Abbildung 373-1 a) verwiesen, in der ein
Graph dargestellt ist. Die Cliquen, die sich mit dem Knoten des Graphen bilden lassen,
der durch den gefiillten Kreis gekennzeichnet ist, sind in Abb. 373-1 b) angegeben.

Es sei nun K die Menge aller Cliquen in T. Ein Gibbs-Zufallsfeld bezeichnet man als
Nachbarschafts-Gibbs-Feld, falls fiir das Potential der Menge AcT gilt

Ua(x) =0 fiir AeK . (373.9)
Die Dichte p(x) des Nachbarschafts-Gibbs-Feldes ergibt sich dann aus (373.3) und



260

.o\.\ s

P Avﬁ%

a) b)

Abb. 373-1: a) Graph und b) Cliquen mit dem durch den gefiillten Kreis gekenn-
zeichneten Knoten

(373.4) zu

p(x) = & exp(-U(x)) (373.10)
mit

Ux) = 3Uc(x)

Cek
worin Z wieder die Normierungskonstante aus (373.5) im Falle stetiger und aus (373.6)
im Falle diskreter Zufallsvariablen bedeutet. Die Energie U(x) des Nachbarschafts-
Gibbs-Feldes erhiilt man also aus der Summe iiber die Potentiale Uc(x) siimtlicher Cli-
quen der Indexmenge T. Mit (373.10) ist die gemeinsame Verteilung eines Nachbar-
schafts-Gibbs-Feldes gegeben.

Fiir ein vektorielles Zufallsfeld
X(t) = [Xi(t),....Xup(t)]' und te{tg,...,t,}

148t sich ebenfalls eine Gibbs-Verteilung definieren, so daB ein vektorielles Gibbs-Zu-
fallsfeld erhalten wird. Bedeutet x;, wieder einen Wert der Komponente k des Zufalls-
vektors X(t;), also

Xe(t;) = Xk
und faBt man im Vektor x die Realisierung des vektoriellen Zufallsfeldes mit

x = (x3) fiir ie{0,1,...,n}, ke{l,2,...,m} (373.11)



261

zusammen, kann man analog zu (373.1) bis (373.3) die Energie U(x) definieren und er-
hilt die Gibbs-Verteilung

p(x) = 5 exp(-U(x)) (373.12)
mit

Z= [...] exp(-U(x))dxo;...dXenp...dXp}. . .dXpp

fiir stetige Zufallsvektoren und mit Z aus (373.6) fiir diskrete Zufallsvektoren, wobei
wieder iiber simtliche Realisierungen zu summieren ist. Fiir vektorielle Nachbarschafts-
Gibbs-Felder erhiilt man schlieBlich die Energie U(x) wie in (373.10) aus

U(x) = X Ue(x) . (373.13)
Cek

374 Aquivalenz von Markoff-Zufallsfeldern und Nachbar-
schafts-Gibbs-Feldern

Zwar ist die Markoff-Eigenschaft (372.2) oder (372.3) leicht interpretierbar, doch erlaubt
sie nicht, einen analytischen Ausdruck fiir die Dichte eines Markoff-Zufallsfeldes anzu-
geben. Dagegen ist die Dichte eines Nachbarschafts-Gibbs-Feldes mit (373.10) angebbar,
die Eigenschaft eines Nachbarschafts-Gibbs-Feldes aber auf den ersten Blick nicht iiber-
schaubar. Der jeweilige Mangel dieser beiden Zufallsfelder wird dadurch behoben, daf
beide Zufallsfelder dquivalent sind. Markoff-Zufallsfelder besitzen also die bequem an-
gebbaren Gibbs-Verteilungen.

Satz: Ein diskretes Zufallsfeld X(t;) mit ie{0,1,...,n} ist genau dann ein Markoff-
Zufallsfeld, wenn seine Dichte p(x) durch die Gibbs-Verteilung (373.10) des Nachbar-
schafts-Gibbs-Feldes gegeben ist. (374.1)

Beweis: Es wird gezeigt, daB8 ein Nachbarschafts-Gibbs-Feld ein Markoff-Zufallsfeld ist.
Fiir die linke Seite der Markoff-Eigenschaft (372.3) erhilt man mit der Definition der
bedingten Dichte (Koch 1987, S.105)

p(x) )
p(Xo,Xl, ce e s Xjm19Xjitlr e ,Xn)

p(Xi IXD,XI, e X o Xl e - e ,Xn) =

Die Randverteilung im Nenner der rechten Seite wird mit Hilfe ihrer Definition (Koch
1987, S.104) durch die gemeinsame Verteilung p(x) ausgedriickt, wobei iiber die Werte
x; der Zufallsvariablen X(t;) zu integrieren ist. Man erhilt
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p(x)

P(Xi|X0, X1y ooy Xio1 Xislse -0 Xn) = =3
jp(xo,xl P ST I ST TN RUFN ,x,,)dxi
Fiir die gemeinsame Verteilung p(x) wird jetzt die Gibbs-Verteilung (373.10) des Nach-
barschafts-Gibbs-Feldes substituiert

P(Xi|X0sX1se o e s XjosXjtls - -1 Xp)

exp(- X Ue(x))
= = CeX : (374.2)
[exp(-E Uc(Xo,Xl, S ST IS S0 ST PN ,Xn))dXi
-0 Cek

Im Nenner auf der rechten Seite lassen sich alle Cliquen ausklammern, die den Knoten
t; nicht enthalten, und gegen die Cliquen im Zihler kiirzen. Die rechte Seite von (374.2)
ist daher nur noch von t; und seinen Nachbarn J{ t;} abhingig. Man erhilt

P(Xi|X0 X1s o Xic Xisls - - o %) = P(X[0X;) = % exp(- I Uc(x)) ,
i C(ty)ek

(374.3)

worin dx; wieder die Werte der Zufallsvariablen X(t j) in der Nachbarschaft d{ t;} von
t; bedeuten und iiber simtliche Cliquen C(t;) zu summieren ist, die t; enthalten.

Fiir die Normierungskonstante Z; folgt

Z; = [exp(- T Uc(x))dx; (374.4)
- C(t;)ek
oder im Falle einer diskreten Zufallsvariablen mit den Werten X(t;) = x; j sowie x =
(xjj) durch Summation iiber den Index j, wobei j die diskreten Werte fiir X(t;) be-
zeichnet
Zi =X exp(- £ Uc(x)) . (374.5)
j C(t;)ek
Mit (374.3) ist die Markoff-Eigenschaft (372.3) erfiillt, so daB ein Nachbarschafts-
Gibbs-Feld ein Markoff-Zufallsfeld ist. AuBerdem wird mit (374.3) die bedingte Dichte
p(x;|dx;) der Zufallsvariablen X(t;) erhalten.

Der Beweis der Umkehrung des Satzes (374.1) ist sehr viel aufwendiger und wenig in-
struktiv. Fiir diskrete Zufallsvariablen ist er bei Grimmet (1973) und Griffeath (1976,
S.425) angegeben, siche auch (Busch 1992, S.13). Der zeitlich erste Beweis, allerdings
unter einschrinkenden Voraussetzungen, stammt von Averintsev (1970). Bekannt wurde
die Aquivalenz von Markoff-Zufallsfeldern und Nachbarschafts-Gibbs-Feldern durch das
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unveroffentlichte Theorem von Hammersley und Clifford aus dem Jahre 1971. Der Be-
weis von Besag (1974) schlieBt die stetigen Zufallsvariablen ein. o

Fiir vektorielle Nachbarschafts-Gibbs-Felder 148t sich ebenfalls zeigen, daB sie Markoff-
Zufallsfelder sind. In (374.2) braucht dann lediglich die Randverteilung im Nenner der
rechten Seite fiir simtliche Komponenten des Zufallsvektors X(t;) berechnet zu werden.
Die bedingte Dichte des Zufallsvektors X(t;) ergibt sich entsprechend (374.3) in der
Notation der Markoff-Eigenschaft (372.6) des vektoriellen Zufallsfeldes zu

P(Xigs ... Xin|OXix) = % exp(- L Uc(x)) (374.6)
! C(t)ek
mit
Zi = [...fexp(- ¥ Uc(x))dx;j...dxn (374.7)
-0 -00 C(t;)ek

fiir stetige Zufallsvariable, wobei iiber die Werte der Komponenten des Zufallsvektors
X(t;) zu integrieren ist. Fiir diskrete Zufallsvariable ergibt sich die Normierungskonstan-
te durch Summation iiber simtliche j Werte der m Komponenten des Zufallsvektors
X(t;)

Z; =X exp(- I Uc(x)) . (374.8)

j C(t;)ek

Durch Verallgemeinerung des Beweises der Umkehrung des Satzes (374.1) auf vektoriel-
le Zufallsfelder ist dann die Aquivalenz von vektoriellen Markoff-Zufallsfeldern und
vektoriellen Nachbarschafts-Gibbs-Feldern gezeigt.

Fiir Markoff-Zufallsfelder ist folglich mit (373.10) die gemeinsame Dichte aller Zufalls-
variablen und mit (374.3) die bedingte Dichte einer Zufallsvariablen angebbar. Gleiches
gilt mit (373.12) und (374.6) fiir vektorielle Markoff-Zufallsfelder. Beispiele fiir Mar-
koff-Zufallsfelder mit Gibbs-Verteilungen folgen im nichsten Kapitel.

375 Markoff-Zufallsfelder mit Gibbs-Verteilungen

Im folgenden werden einige fiir die Anwendung interessante Gibbs-Verteilungen fiir
Markoff-Zufallsfelder diskutiert. Begonnen wird mit einer allgemeinen Darstellung der
Energie der Gibbs-Verteilung sowohl fiir skalarwertige als auch fiir vektorielle Nachbar-
schafts-Gibbs-Felder. Durch Einschrinkung der Anzahl der Indexvektoren pro Clique
wird dann spezialisiert. Als weitere Spezialisiecrung werden im nichsten Kapitel geeig-
nete Nachbarschaften fiir Markoff-Zufallsfelder auf Gittern eingefiihrt.



a) Allgemeine Darstellung der Energie

Ein Markoff-Zufallsfeld X(t;) mit ie{0,1,...,n} sei derart definiert, daB der Index-
vektor t; Nachbar eines jeden Vektors t; sei mit i#j und i,je{0,1,...,n}. Der Vek-
tor x mit x = (x;) und X(t;) = x; enthalte wieder eine Realisierung des Zufallsfeldes.
Die Energie U(x) der Gibbs-Verteilung (373.10) 148t sich dann darstellen durch

U(x) = ZxU (x;) + Z ): xixjUi j(xi,%j)

i=0 j=i+l
n n n
+ X I Y oxixjxli joe(XisXg.Xe)+. ..
i=0 j=i+l k=j+1
+ xoXq...XqUp 1, .., n(X0.X15-- - Xp) . (375.1)

Hierin bezeichnet der erste Ausdruck auf der rechten Seite die Summe iiber die Potentia-
le der Cliquen, die nur einen Indexvektor enthalten, der zweite Ausdruck die Summe
iiber die Cliquen mit zwei Indexvektoren und so fort. Die Summationsgrenzen folgen aus
der Vorschrift, daB iiber jede Clique nur einmal zu summieren ist.

Liegt ein vektorielles Markoff-Zufallsfeld mit dem Vektor x der Realisierung aus
(373.11) vor, kann man die Energie U(x) der Gibbs-Verteilung (373.12) darstellen durch

n
U(x) = '):olxnUi(Xi|)+Xi2Ui(Xiz)+. Xl (X)) #X X205 (X5, X 2) +. .
1=

+ XXV (i Xim)+- - X XG2 - Xl (X1, X2, . - S Xim)1+. .., (375.2)

worin die Summen iiber die Potentiale der Cliquen, die mehr als einen Indexvektor ent-
halten, wie in (375.1) zu bilden sind.

Die Ausdriicke (375.1) und (375.2) geben allgemeine Darstellungen fiir die Energie U(x)
der Gibbs-Verteilungen (373.10) und (373.12) an. Durch Spezialisierung der Nachbar-
schaften und durch Spezifizierung der Potentiale kénnen daraus verschiedene Verteilun-
gen gewonnen werden.

b) Auto-Modell

Beschriinkt man sich auf Cliquen mit ein und zwei Indexvektoren, also auf Einer- und
Zweier-Cliquen, 16t sich die Energie U(x) aus (375.1) mit den Konstanten U; ;(x;,x;)
= B;; vereinfachen zu

U(x) = E xiUi(x;) + Z Z Bijxix; . (375.3)
i=0 i=0 j=i+l
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Ein Markoff-Zufallsfeld mit dieser Energie einer Gibbs-Verteilung bezeichnet man als
Auto-Modell (Besag 1974). Dieses Modell ist noch so allgemein, daB aus ihm eine Reihe
von Spezialfillen zu entwickeln ist. Hierauf wird im folgenden eingegangen.

c) GauB-Zufallsfeld als Spezialfall des Auto-Modells

Die bedingte Dichte (374.3) der Zufallsvariablen X(t;) eines Markoff-Zufallsfeldes sei
durch die Dichte einer Normalverteilung gegeben, und zwar durch

n
p(xi|dx;) = exp{- L xiemi- X Bij(x;-u)1?) (375.4)
26 j=0
i#j
wobei « das Proportionalititszeichen und p; sowie g; Konstanten bedeuten. Quadriert
man die eckige Klammer im Exponenten, ergibt sich der dritte Term zu einer Konstan-

ten, die in der Normierungskonstanten der Verteilung absorbiert werden kann, so daB
folgt

n
p(xi[9x:) = expl- — [(xi-i)2-20xi-) T Bij (xy0) 1} - (375.5)
26° j=0
i#j
Der erste Term im Exponenten reprisentiert das Potential der Einer-Clique mit dem In-

dexvektor t;, der zweite Term die Potentiale der Zweier-Cliquen mit t; und t; fiir i#j.

Um aus der bedingten Dichte (375.5) die gemeinsame Dichte p(x) zu erhalten, ist nach
(373.10) iiber simtliche Einer- und Zweier-Cliquen zu summieren. Der Summation in
(375.1) entsprechend erhiilt man

n n
p(x) = exp{- L ¥ (im0 2(xm0) 3 Bij(xj-p)1} . (375.6)
202 i=0 j=i+l

Ein Vergleich mit (375.3) zeigt, daB diese Verteilung einen Spezialfall des Auto-Modells
darstellt. Da die Potentiale der Zweier-Cliquen unabhingig von der Reihenfolge der Indi-
zes sind, muf

Bi; = Bji

gelten, so daB mit -B;; = 1 der Exponent sich umformen 146t

n n n n
T0(xi-p)2-2(xi-3) T Bij(xj-ud) = L T (xi-p) (-Bi) (x5-5)
i=0 j=il i=0 j=0

= (x-p)'B(x-p) mit p=(y;) und B =(-fij) .

Anstelle von (375.6) ergibt sich dann
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p(x) = exp(- —= (x-p) 'B(x-f)} . (375.7)
20°

Setzt man voraus, daB B positiv definit ist, folgt also fiir x die Normalverteilung
x ~ N(p,’B") . (375.8)

Die bedingte Normalverteilung (375.4) fiir die Zufallsvariable X(t;) impliziert somit fiir
das Zufallsfeld mit den Zufallsvariablen X(t;) mit ie{0,1,...,n} das GauB-Zufallsfeld
mit der Verteilung (375.8). Weiter ist die Normalverteilung als Spezialfall des Auto-Mo-
dells eine Gibbs-Verteilung und damit das GauB-Zufallsfeld auch ein Markoff-Zufalls-
feld, also ein GauB-Markoff-Zufalisfeld.

Das Ergebnis (375.8) ist lediglich die Bestitigung einer Beziehung fiir die bedingte Ver-
teilung normalverteilter Zufallsvariablen. Denn gilt die Normalverteilung (375.8), erhiilt
man mit

1 -Bor -Boz ... -Pon

B = -Bio 1 -Bi2 ... -Bin - l 1 boy ! ]
........................... bio By
“Bno -Bar  -Pn2 1

und

xp = [x1,X2,....%q] ", = [HisH2, .- i)
die bedingte Verteilung von x( zu

xo|xy ~ N(g+boy ' (x1-p1),0%)

oder
n
xo|x1 ~ N(ﬂO'.ElBOj(xj‘ﬂj)’oz) .
J:

Der Erwartungswert von xg und seine Varianz werden nimlich mit der ersten Zeile der
Inversen von ¢°B~! gebildet, wie sich mit Hilfe des Beweises der bedingten Normalver-
teilung zeigen ldBt (Koch 1987, S.138). Dies trifft nicht nur fiir die erste Zeile, sondern
auch fiir die iibrigen Zeilen zu, so daf} die Verteilung (375.4) erhalten wird.

Der Erwartungswert der bedingten Normalverteilung (375.4) fiir X(t;) betriigt
n
E(X(ti)|0xi) = ua-_Eoﬂa,-(xj-uj) : (375.9)
J:
i#j

Aus dieser Darstellung wird die enge Verbindung der durch (375.4) und (375.8) charak-
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terisierten Gauf-Zufallsfelder mit den im Kapitel 325 behandelten autoregressiven Pro-
zessen deutlich.

d) Autologistisches Modell

Auf eine besonders einfache Verteilung filhrt das Auto-Modell (375.3), falls X(t;) bini-
re Zufallsvariable darstellen, die nur die Werte Null und Eins annehmen kénnen. Setzt
man zunichst U(x;) = a;, ergibt sich die Energie

n n n
U(x) = z X0 + I I ﬁijxixj . (375.10)
i=0 i=0 j=i+l
Wird nur iiber die Cliquen summiert, die den Indexvektor t; enthalten, folgt aus (374.3)
fiir die bedingte Dichte
p(x;=0|dx;) = %
1]
und
l n
p(x;=1|dx;) = Z, exp(-(aifzoﬁijxj)} .
j=
i#j
Die Zustandssumme Z; berechnet sich nach (374.5) aus der Summe der Exponentialfunk-
tionen dieser beiden bedingten Dichten, und man erhilt

n n
p(xi|dx;) = CXP{‘Xi(ai+'20ﬂijxj)}/{1+€XP[-(I15+_EOI3inj)]} . (375.11)
% i

Ein Markoff-Zufallsfeld mit dieser bedingten Verteilung und der aus (375.10) nach
(373.10) folgenden gemeinsamen Verteilung bezeichnet man als autologistisches Modell
(Besag 1974).

e) Autobinomiales Modell

Gegeben sei ein diskretes Markoff-Zufallsfeld X(t) mit der Realisierung X(t;) = x;,
wobei x;€{0,1,...,1} und ie{0,1,...,n} gelte. Die bedingte Dichte (374.3) fiir X(t;)
sei durch die Dichte der Binomialverteilung (Koch 1987, S.98) gegeben, in der die An-
zahl der Versuche durch den Wert 1 gegeben ist und in der die Wahrscheinlichkeit
p(dx;) des Erfolges von den Werten dx; der Zufallsvariablen in der Nachbarschaft
d{t;} des Indexvektors t; abhingt. Man erhélt

pxi|dxi) = ( IP(Ix)* (1-p(3ki))' ™ . (375.12)
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Die Wahrscheinlichkeit p(dx;) des Erfolges wird entsprechend der Parameterisierung
des Auto-Modells mit U;(x;) = ; in (375.3) dargestellt durch

p(dx;) = expQ/ (1+expQ) (375.13)
mit
n
Q=0 + X Bijx; .
j=0
i#j

Hiermit erhiilt man
P(Ax ) i(1-p(dx;))' ™ = (expQ)*i(1+expQ) ™!
und nach Substitution in (375.12) und nach Vernachlissigung der Konstanten

n
p(x;|dx;) = (,'(i)[eXP(a#_Zoﬁajxj)]"' . (375.14)
J=
i#j
Fiir die bedingte Dichte (374.3) ergibt sich

In p(xj|ox;) « - ¥  Uc(x) ,
C(t;)ek

so daB aus dem Vergleich mit (375.14) folgt

- L Ue(x) = x;0 + x; Zﬁuj+]n()
C(t;)ekK j=0
i#j

Durch Summation iiber simtliche Cliquen erhélt man wie in (375.1) die Energie U(x)

-U(x) = ):xa, 33 B + (L ) (375.15)
i=0 j=i+l i=0 !

und hiermit nach (373.10) die Gibbs-Verteilung. Ein Markoff-Zufallsfeld mit der beding-

ten Dichte (375.12) und der Energie (375.15) bezeichnet man als autobinomiales Modell

(Besag 1974). Wie ein Vergleich dieser Energie mit (375.3) zeigt, handelt es sich um

einen Spezialfall des Auto-Modells.

Als bedingte Verteilung eines diskreten Zufallsfeldes 18t sich auch die Poisson-Vertei-
lung (321.10) einfiihren, deren Parameter wie Q in (375.13) dargestellt werden. Man er-
hiilt dann das Auto-Poisson-Modell (Besag 1974; Cressie 1991, S.427).

f) Vektorielles Gau3-Zufalisfeld

Das GauB-Zufallsfeld (375.8), das als Spezialfall des Auto-Modells (375.3) abgeleitet
wurde, 148t sich auch fiir jede Komponente eines vektoriellen Zufallsfeldes einfiihren, so
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daB die Verteilung eines speziellen vektoriellen GauB-Zufallsfeldes erhalten wird.
Fiir das vektorielle Zufallsfeld

X(t) = [X3(t),...,.Xp(t)]' und te{ty,...,t,)
mit der Realisierung

Xe(ty) = x5 fur ie{0,1,...,n}, ke{1,2,...,m}

sei die bedingte Dichte von Xy(t;) durch die Normalverteilung (375.4) gegeben. In der
Notation von (372.6) folgt dann, falls dx;) die Werte von X (t j) in der Nachbarschaft
d{t;} von t; bezeichnen

n

P(ixldxi) = expl- —— [Xi-ties 3 Bir kCxuepi) 12} - (375.16)
20y 1=0
i#l

Weiter gelte fiir die bedingte Dichte der Komponenten Xy (t;) mit ke{1,2,...,m} des
vektoriellen Zufallsfeldes

n
P(Xiis- .- »Xin|OXix) « exp{- —1—2 [xir-fi- I Bira (- 13- ..
20, 1=0
i#l
1

n
> [Xin- i lzoﬂil.m(xlm‘ﬂlm)]z} : (375.17)

i#l

O

Die Summen der Exponentialfunktion sind Konstanten, die in der Normierungskonstan-
ten der Verteilung absorbiert werden kénnen. Man erhilt daher anstelle von (375.17)

P(Xits - Xim|OXix) o

n
exp{- —1—2 [(Xn-lln)z-Z(Xirﬂn)Eoﬁi|.|(xn-ﬂn)]----

20
i#l
n
- (Kot 22 btin) T Bt w(Kia i) 1) - (375.18)
20, 1=0
i#l

Hieraus ist ersichtlich, daB die Verteilung sich aus Potentialen von Einer-Cliquen mit
dem Indexvektor t; und Potentialen von Zweier-Cliquen mit t; und t; fiir i#j zusam-
mensetzt. FaBt man die Werte x;, der Zufallsvariablen Xy (t;) in den Vektoren x, wie
folgt zusammen

X = (x;) fur ie{0,1,...,n}, ke{1,2,...,m}

und fihrt man mit
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x=[x'x",....X"]"
den Vektor x einer Realisierung des vektoriellen Zufallsfeldes X( t) ein, dann ergibt sich
die gemeinsame Verteilung p(x) von X(t) nach (373.13) aus der Summation iiber sémt-
liche Einer- und Zweier-Cliquen. Mit

-Bii,x =1 und Bij i = Bjix
erhilt man mit denselben Umformungen, die nach (375.7) fiihren,

p(x) = exp{- 1—2 (x1-pm) 'By(xy-py)-.. .- 1 5
20, 20,

(X~ Phn) ' By (X~ i) }
(375.19)
mit
B = (i) und By = (-Bij ) fir ke{l,2,...,m} .

Die Gibbs-Verteilung (375.19) eines vektoriellen Zufallsfeldes ist ein Spezialfall der
Gibbs-Verteilung, die aus der allgemeinen Darstellung der Energie (375.2) fiir ein vekto-
rielles Zufallsfeld folgt. Die Verteilung (375.19) bedeutet, daB sich jede Komponente
Xe(t;) mit ke{1,2,...,m} des vektoriellen Zufallsfeldes normalverteilt ergibt, wobei
X (t;) unabhiingig von X, (t;) fiir k#1] ist.

Beispiele, in denen die hier entwickelten Gibbs-Verteilungen eingesetzt werden, sind im
Kapitel 379 gegeben.

376 Markoff-Zufallsfelder auf Gittern

Fiir Anwendungen werden hiufig Markoff-Zufallsfelder auf regelmiiBigen Gittern defi-
niert. In der digitalen Bildverarbeitung reprisentieren beispielsweise die Grauwerte der
Bildelemente, die man sich in Gittern angeordnet denken kann, ein Markoff-Zufallsfeld.
Die Zugehorigkeit von Bildelementen zu bestimmten Texturen stellt ebenfalls ein Mar-
koff-Zufallsfeld auf einem Gitter dar. Analysiert man die Grauwerte von Bildem, die in
verschiedenen Spektralbereichen des Lichts aufgenommen werden, liegt ein vektorielles
Markoff-Zufallsfeld vor, dessen Anzahl der Komponenten aus der Anzahl der Spektral-
bereiche folgt.

Fiir ein Gitter lassen sich bequem Nachbarschaften definieren, die beliebig ausgedehnt
sein konnen. Die Schnittpunkte eines Gitters seien die Knoten eines Graphen. Diese
Knoten werden durch Kanten in Form eines Gitters verbunden, so da man den in Abbil-
dung 376-1 a) dargestellten Graphen erhilt, der die Gestalt eines regelmiBigen Gitters
besitzt. Greift man einen Knoten heraus, wobei Knoten am Rande des Gitters zunéchst
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nicht betrachtet werden, und stellt die Nachbarn dieses Knotens zusammen, ergibt sich
die in Abbildung 376-1 b) dargestellte Nachbarschaft von vier Punkten, die sogenannte
Vierer-Nachbarschaft. Fiir dieses Nachbarschaftssystem lassen sich nach (373.8) aufler
der Clique mit dem zentralen Knoten die beiden in Abbildung 376-1 c) dargestellten Cli-
quentypen bilden. Es sind jeweils zwei nebeneinanderliegende Gitterpunkte in horizonta-
ler und vertikaler Richtung.

a) b) c)
Abb. 376-1: a) Graph des Gitters, b) Vierer-Nachbarschaft, c) Cliquentypen

In Abbildung 376-2 a) ist ein weiterer Graph eines regelmiBigen Gitters dargestellt. In
ihm sind die Knoten zusitzlich durch diagonal verlaufende Kanten verbunden. Dieser
Graph fiihrt auf die in Abbildung 376-2 b) dargestellte Achter-Nachbarschaft mit den
neun in Abbildung 376-2 c) aufgefiihrten Cliquentypen ohne die Clique mit dem zentra-
len Knoten. Die Zwdlfer-Nachbarschaft folgt, wenn zusiitzlich durch Kanten in horizon-
taler und vertikaler Richtung jeder zweite Knoten verbunden wird und die Zwanziger-
Nachbarschaft mit zusiitzlichen Verbindungen in schrigen Richtungen, siche auch Abbil-
dung 376-3. Entsprechend lassen sich die Nachbarschaftssysteme immer weiter ausdeh-
nen.

Ein Markoff-Zufalisfeld mit einer Vierer-Nachbarschaft bezeichnet man auch als Mar-
koff-Zufallsfeld erster Ordnung und das Markoff-Zufallsfeld mit der Achter-Nachbar-
schaft als Markoff-Zufalisfeld zweiter Ordnung und so fort in Analogie zur Definition
(322.2) eines Markoff-Prozesses der Ordnung p. Markoff-Zufallsfelder bis zur fiinften
Ordnung, also bis zur Vierundzwanziger-Nachbarschaft sind in Abbildung 376-3 darge-
stellt. Mit den Zahlen, die die Ordnungen angeben, werden die Knoten bezeichnet, die
hinzuzufiigen sind, um die Nachbarschaft der jeweiligen Ordnung aufzubauen.

Eine Nachbarschaft 14Bt sich auch dadurch einfiihren, daB si@mtliche Gitterpunkte eines
im Gitter definierten Rechtecks Nachbarn des zentralen Punktes des Rechtecks sind.



272

o o)
o)
0 o)
a) b)
: o :o : 0
° 0, | |
R R e
o o:o o:o : o)
o) : o:o o:o o)
0O O
O O
c)

Abb. 376-2: a) Graph des Gitters, b) Achter-Nachbarschaft, c) Cliquentypen

Es sei
X(m,n) = X(t;) mit t; = [m,n]’
und me{0,1,...,M}, ne{0,1,...,N}, 1le{O,1,...,(M+1)(N+1)-1} (376.1)

ein Markoff-Zufalisfeld fiir ein Gitter, wobei der Index m in vertikaler Richtung nach un-
ten anwiichst, wihrend der Index n in horizontaler Richtung nach rechts zunimmt. Im
Gitterpunkt (m,n) wird durch X(m,n) = xg, der Wert xp, fiir X(m,n) definiert, der im
Vektor x der Realisierung des Zufallsfeldes mit x = (x,,) gesammelt wird. Bei endlich
ausgedehnten Gittern muB iiber die Werte des Zufallsfeldes jenseits des Randes des Git-
ters verfiigt werden. Die einfachste Annahme besteht in einem sogenannten freien Rand.
Bei ihm werden die Werte des Zufallsfeldes auBerhalb des Gitters zu Null gesetzt. Eine
weitere Mdoglichkeit, den Rand zu behandeln, besteht darin, ein toroidales Gitter anzu-
nehmen, bei dem man sich die Werte in den Gitterpunkten am rechten Rand mit den
Werten des linken Randes fortgesetzt denkt. Ebenso werden die Werte am unteren Rand
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Abb. 376-3: Aufbau der Markoff-Zufallsfelder bis zur fiinften Ordnung

um die Werte am oberen Rand ergiinzt. Entsprechendes gilt fiir den linken und den obe-
ren Rand. Ein toroidales Gitter entsteht also dadurch, daB man zuniichst aus dem ebenen
Gitter einen Zylinder formt und dann die offenen Enden zu einem Torus zusammenfiihrt.
In Abbildung 376-4 ist ein toroidales Gitter mit neun Gitterpunkten (X) und seine Fort-
setzung durch die Randpunkte (o) dargestellt.

(0,0) (0,2) (0,0) (0,2) (0,0
O o o O O o o

o ) o O (0] O O

(2,0) (2,2) (2.0 (2,2) (2,0
(0] O (¢} o o o 0]
(0.0) (0,2) (0,0) 0.2y (0,0
O O o X X X O]

O (@] (®) X X X O
(2,0) {2,2) (2,0) (2,2) (2,0)
O O o] X b4 b4 O
(0,0) (0,2) (0,0) (0,2) (0,0)

O ®) @) o (e O O

Abb. 376-4: Toroidales Gitter mit neun Gitterpunkten (x) und seine Fortsetzung durch
die Randpunkte (o)
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Im folgenden werden Beispiele fiir Energien von Gibbs-Verteilungen und fiir die zugehd-
rigen gemeinsamen und bedingten Verteilungen von Markoff-Zufallsfeldern auf Gittern
gegeben.

Die Energie U(x) der Gibbs-Verteilung (373.10) eines Markoff-Zufallsfeldes mit einer
Vierer-Nachbarschaft oder eines Markoff-Zufallsfeldes erster Ordnung, in dem nur
Einer- und Zweier-Cliquen auftreten, erhilt man in der (375.1) entsprechenden Darstel-
lung, falls iiber simtliche Gitterpunkte summiert wird, mit
M N
U(x) = ?0 )_-‘foxnm[Umn(xmn)"'xn&l,nUmn(xnmsxml.n)+xm.n+lUmn(xmnsxm.n+l)] .

- (376.2)
Da die Summation iiber die Gitterpunkte erfolgt, diirfen von den Potentialen der Cliquen
eines Gitterpunktes nur die aufgefiihrt werden, deren Cliquen nicht noch einmal bei
einem folgenden Gitterpunkt auftauchen.

Die zugehdrige bedingte Dichte einer Zufallsvariablen X(m,n) des Markoff-Zufallsfeldes
mit einer Vierer-Nachbarschaft ergibt sich nach (374.3) proportional zu

p(xumlaxmn) « €XP{ -Xmn[Umn (Xmn) #Xme 1, sUmn (Xeun » Xt 1,0)
+Xm, 0+1Unn (Xmo > Xm, 041) H¥m-1, U1 .n(xnmaxm-l .n)"‘xm.n-lum,n—l (xmnrxm,n—l)] }.
(376.3)
Fiir diese bedingte Dichte ist iiber simtliche Cliquen zu summieren, die den Indexvektor

t| enthalten, wihrend in der aus (376.2) folgenden gemeinsamen Dichte iiber jede Cli-
que des Gitters zu summieren ist.

Fiir ein Markoff-Zufallsfeld mit einer Achter-Nachbarschaft oder fiir ein Markoff-Zu-
fallsfeld zweiter Ordnung lautet die Energie U(x), falls das Auto-Modell (375.3) mit
U;(x;) = @; angenommen wird,

M N
U(x) = ¥ I XpolGun+Xme1,nBme1 .0t %m. n+1Bm. ne1

n=0 n=0

X1, n-1Bmr 1, n-1H¥me o1 Bt 0] - (376.4)

Die bedingte Dichte p(Xp,|0d%q,) folgt hieraus entsprechend wie in (376.3) durch Sum-
mation {iber die Cliquen der acht Nachbarn.

Sind die Konstanten o, und B, in (376.4) iiber das gesamte Gitter identisch, 148t sich
die Energie U(x) des Auto-Modells darstellen durch

M N
Ux) = X I Xpal0#Xpe1, 0B, 0+ %m, ne1B0. 14Xme1 . n-1B1 —1¥Xme1 01B1.1] -
n=0 n=0 (376.5)
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Die bedingte Dichte p(Xpy|dxXp,) folgt dann aus der Summe iiber die Cliquen der acht
Nachbarn mit

p(xmn,axmn) « exp{ 'xmn[a"'ﬂl.0(xm+l,n+xm-l.n)+ﬁ0. 1(Xm, n+1+Xm, n-1)
+B1, -1 Xt 1, n-1+ %1, 0t 1)1, 1 Kt 1, 0t 1+ ¥m-1,0-1) 1} - (376.6)
Als Spezialfall des Auto-Modells sei wieder das Gauf-Zufallsfeld behandelt. Nimmt man
zundichst an, daB simtliche Punkte eines Gitters Nachbarn des Punktes (m,n) sind, ergibt
sich die bedingte Dichte von X(m,n) |dX(m,n) entsprechend (375.5) zu

M N
P(Xmn| F%Xma) = expf- ;‘;[(xmn “Mun)? - 2(Xgn-Pann) Z 2 ﬂmnkn(xkl )1} .

(k ])#(m n)
(376.7)
Die Dichte p(x) der gemeinsamen Verteilung des Vektors x erhédlt man durch Summa-
tion {iber simtliche Einer- und Zweier-Cliquen, wobei aber jede Clique nur einmal er-
scheinen darf. Entsprechend (375.6) folgt

M N M N
p(x) « exp{- — 2 )y [(xmn'umn)z -2(Xmn - M) I X ﬂmnkl(xkl'ukl)]} .
2('1'2 m=0 n=0 k=m 1=n
(k,1)#(n,n)

(376.8)
Da die Potentiale der Zweier-Cliquen unabhingig von der Reihenfolge der Indizes sind,
gilt die Symmetriebedingung

Brokt = Brima > (376.9)

50 daB mit - B0, = 1 sich der Exponent umformen liBt

M N M N
T X [ muBan)? - 2(mnMan) 2 2 Bt (Rieafier) ]
n=0 n=0 k=n l=n

(k,1)#(m,n)

M N M N

2 L I Y (Xun-Hmo)(-Buoki) (Xk1-Hx1)

n=0 n=0 k-O 1=0

(x-p) ‘B(x-p) mit p= (), B = (-Ponk1) - (376.10)

Anstelle von (376.8) erhiilt man dann die Dichte der Normalverteilung

p(x) « exp{- L(x-n)'ll(x-u)} . (376.11)
2062

Die Nachbarschaft eines Gitterpunkts (m,n) sei jetzt auf das Rechteck der Gitterpunkte
mit
m-p<k<mp und n-q S1<nwq (376.12)
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beschriinkt, und es gelte
Punkr = Pxm,1-n -

so daB die Koeffizienten in der Nachbarschaft jedes Gitterpunktes identisch sind. Anstel-
le der Symmetriebedingung (376.9) folgt dann die Bedingung

Bk-m,1-n = B-(k-m).-(1-n) (376.13)
und anstatt (376.7) die bedingte Dichte

mp  Diq

p(xmnlax ) « exp{- —[(xmn umn) -2(Xmn-Hmn) ) ) ﬁk—m.l-—n(xkl'ﬂkl)]}-
20% k=n-p l=n-q
(k,1)#(m,n)

(376.14)

Um die Dichte p(x) der zugehtrigen gemeinsamen Verteilung anzugeben, muf wieder
wie in (376.8) iiber simtliche Einer- und Zweier-Cliquen summiert werden, wobei aber
jede Clique nur einmal auftauchen darf. Es ist daher jeweils nur iiber die Hiilfte der Git-
terpunkte in dem durch (376.12) definierten Rechteck zu summieren. Man erhilt

M N
p(x) « expl- -= 3 3 [ Ron-Fom)? - 2(Xm-Pem)
202 n=0 n=0

n+q
( Z Bo, 1-n(Xm1-Hm1) + E Y Brm, 1-n(Xk1-px1))1} . (376.15)

1=n+1 k=m+1 l=n-q

Mit (376.13) und - = 1 148t sich der Exponent umformen

M N
X [(xnm'ﬂmn)2 = 2(Xqn-Hon)

n=0 n=0
mp  N4q
( Z Bo.t-aGmi-tm1) + L X Prem,1-n(Xk1-Hi1))]
1=n+1 k=n+1 l=n-q
0+p  n+q
E 2 P T (xmn"umn)('ﬁk—m,l—n)(xkl'ukl) ’ (376.16)

o=0 n=0 k=m-p l=n-q

so daB mit B = (-fy_n, 1-,) die Dichte p(x) der Normalverteilung folgt

p(x) = exp{- ——(x-) 'B(x-p)} . (376.17)
20%

Der Aufbau der Matrix B hiingt von der GroBe des mit (376.12) definierten Rechtecks
der Nachbarpunkte und von der Annahme iiber den Rand des Gitters ab. Fiir ein toroida-
les Gitter folgt B als zirkulare Blockmatrix, wie im Zusammenhang mit (378.42) niiher
erldutert wird. Mit (378.51) wird auBerdem gezeigt, daB die Normalverteilung (376.17)
identisch ist mit der Verteilung eines nichtkausalen zweidimensionalen autoregressiven
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Prozesses mit Markoff-Eigenschaft.

Im Gegensatz zu der als Rechteck definierten Nachbarschaft (376.12) sind die Nachbar-
schaften der Markoff-Zufallsfelder unregelmiBig begrenzt, siche Abbildung 376-3. Um
auch fiir diese Zufallsfelder eine kompakte Darstellung der Verteilungen zu gewinnen,
wird mit

Q={r=(m,n), 0<ms<M 0<n<N} (376.18)

die Menge der Gitterpunkte eingefiihrt und fiir jeden Gitterpunkt reQ die Nachbarschaft
Np des Markoff-Zufallsfeldes der Ordnung p definiert durch

Np = {Sl,Sz,...,S” (376.19)
mit
Ny = {s1.82}
= {(1,0),(0,1)}
N2 = {s1,82,53,84}

{(1»0)1(0’1),(1"1)s(1a1)}

N3 = {s1,52,53,54,85,5¢}
= {(1,0),(0,1),(l,'1),(1,1),(2,0),(0,2))
Ng = {$1,52,53,54,55,56,57,58,59,510}»

s7 = (1,-2), sg = (1,2), sg = (2,-1), s19 = (2,1)

und so fort. Die Anzahl 1 der Nachbarschaftspunkte s; hiingt von der Ordnung p ab. Fiir
den Gitterpunkt reQ ergibt sich die Nachbarschaft im Markoff-Zufallsfeld der Ordnung p
aus r+s; und r-s; mit s;eNp und ie{1,...,1}, wobei beispielsweise r+s3 = (m+1,n-1)
gilt.

Mit den Nachbarschaftspunkten seN, folgt fiir die Energie U(x) des Auto-Modells eines
Markoff-Zufallsfeldes der Ordnung p anstelle von (376.5)

Ux) = X x [ o+ )3 psts] (376.20)
reQ seN,

und fiir die bedingte Dichte p(x,|dx,) anstelle von (376.6)

p(xc|0%x,) = exp{-x [o+ L Bs(Xpestxc-s)1} - (376.21)
sENp

Die bedingte Dichte (376.14) der bedingten Normalverteilung, die als Spezialfall des
Auto-Modells abgeleitet wurde, ergibt sich fiir den Gitterpunkt reQ mit den Nachbar-
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schaftspunkten seN, des Markoff-Zufallsfeldes der Ordnung p zu

p(xrlaxr) « exp{- —l—[(xr'ﬂr)2 - 2(Xe-pty) )y Bs(xr+s‘ﬂr+s+xr—s'“r—s)])
202 seNp
(376.22)
mit
Bs = B-s (376.23)
aus (376.13). Die Dichte p(x) der gemeinsamen Verteilung folgt aus (376.15) mit

p(x) « exp{- L X [(xr'”r)2 - 2(Xe-ly) ) Bs(Xeas-tess)]} - (376.24)
202 ren seNp

Durch die Umformung (376.16) erhilt man mit B = (-f;) die Dichte der Normalvertei-
lung wie in (376.17) zu

p(x) « exp{- —=(x-p) 'B(x-p)} . (376.25)
202

Als weiteres Beispiel der Gibbs-Verteilung eines Markoff-Zufallsfeldes auf einem Gitter
sei das bereits zu Beginn des Kapitels 373 erwihnte Ising-Modell aufgefiihrt (Geman
und Geman 1984; Ising 1925; Kindermann und Snell 1980, S.2). Das Modell wurde ur-
spriinglich fiir Punkte auf einer Linie formuliert und wird hier fiir die Gitterpunkte reQ
mit den Nachbarschaftspunkten seN, angegeben. Es stellt einen Spezialfall des autologi-
stischen Modells dar. Seine Energie U(x) ergibt sich anstelle von (375.10) in der Dar-
stellung (376.20) aus

U(x) = )) x,[a+ Z ps(xr+s)] ’ (37626)

ref seNp

worin @ und B, die Parameter des Modells bezeichnen. Die bedingte Verteilung des
Ising-Modells folgt dann mit (375.11) und (376.3) zu

p(x.|ox;) = exp(x,T)/(1+expT) (376.27)
mit

T=-[o+} ﬁs(xr+s+xr—-s)] .
SENp

AbschlieBend sei das vektorielle Zufallsfeld X(t) nach (361.3) auf einem Gitter defi-
niert. Fiir die k-te Komponente Xy (1) gelte dann (376.1) entsprechend
Xg(m,n) = X,(t)) mit t; = [m,n]' und

me{0,1,...,M},ne{0,1,... ,N},1e{0,1,...,(M+1)(N+1)-1},ke{1,2,...,K} .
(376.28)
Durch
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Xg(m,n) = Xpnk (376.29)

werde der Wert Xq, der k-ten Komponente bezeichnet. Nimmt man an, daB die
Komponenten voneinander unabhiingig sind, braucht in (376.3) an die vorhandenen
Indizes nur der Index k hinzugefiigt und in (376.2) iiber den Index k summiert zu
werden, um die Gibbs-Verteilung eines vektoriellen Markoff-Zufallsfeldes mit einer
Vierer-Nachbarschaft zu erhalten. Diese Summation wurde in (375.19) gezeigt. Ent-
sprechend ist bei den Markoff-Zufallsfeldern héherer Ordnung zu verfahren.

Beispiele fiir Anwendungen von Markoff-Zufallsfeldern auf Gittern befinden sich im
Kapitel 379.

377 Kausale zweidimensionale autoregressive Prozesse

So wie ein eindimensionaler stochastischer ProzeB durch einen eindimensionalen
autoregressiven ProzeB, so liBit sich ein zweidimensionales Zufallsfeld durch einen
zweidimensionalen autoregressiven ProzeB auf einfache Weise beschreiben. Im fol-
genden werden kausale autoregressive Prozesse betrachtet, die also die Bedingung
(235.13) der Kausalitit erfiillen. Im nichsten Kapitel folgen dann nichtkausale
autoregressive Prozesse. Da ebene Zufallsfelder in manchen Anwendungen die Mar-
koff-Eigenschaft besitzen, wird gezeigt, daB kausale autoregressive Prozesse in der
Ebene unter gewissen Voraussetzungen Markoff-Zufallsfelder darstellen.

Ein kausaler zweidimensionaler autoregressiver ProzeB der Ordnung max{p.q}, ab-
gekiirzt geschrieben AR(p.q)-ProzeB, ist definiert analog zu (325.1) durch

P
X(mn) = § ¥ agX(mk.n-1) + e(mn) (377.1)
k=0 1=0
(k, 1)#(0,0)

worin ay; konstante Koeffizienten bedeuten. Der ProzeB £(m,n) wird als stationdres wei-
Bes Rauschen angenommen, fiir den der Erwartungswert

E(g¢(m,n)) =0 (377.2)
und die Autokovarianzfunktion

Cee(k,1) = E(e(m,n)e(m-k,n-1)) = o.2d(k,1) (377.3)
gelten. Fiir den Erwartungswert von X(m,n) wird

E(X(m,n)) = sx(m,n) = iy = 0 (377.4)

gesetzt. Lost man (377.1) nach £(m,n) auf, ergibt sich mit agp = -1
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P 9
g(m,n) = - ¥ Y agX(m-k,n-1) , (377.5)
k=0 1=0
was nach (235.29) einer nichtrekursiven Filterung entspricht. Die Systemfunktion lautet
dann nach (235.31)

P q e
H(zy,2z2) = - X LY agzi "z . (377.6)
k=0 1=0

Wie in (325.7) wird der zu (377.5) inverse ProzeB gebildet, um X(m,n) in Abhingigkeit
von £(m,n) darzustellen

o0 00

X(m,n) = X Y age(m-k,n-1) . (377.7)
k=0 1=0

Die zugehdrige Systemfunktion gewinnt man, indem (377.6) entsprechend (325.8) inver-

tiert wird. Der AR(p,q)-ProzeB ist somit stabil, wenn es nach Satz (241.22) kein Werte-

paar (z,z;) mit z; = ryexp(jQ,) und z, = ryexp(j,) sowie r; 2 1 und gleichzeitig

r, 2 1 gibt, fiir das H(z,,z;) = 0 gilt. Ist das der Fall, folgt nach (235.12), da mit

(235.26) wegen (377.7) h(k, 1) = ay gilt,

E E |ak|| < oo (377.8)
k=0 1=0

analog zu (325.9).

Die Momentfunktion K,y (m;,n;,m;,n;) des autoregressiven Prozesses X(m,n) berechnet
sich nach (362.2) zu

Kxx(my,ny,mg,nz) = E(X(my,n;)X(mg,n3)) .
Setzt man hierin (377.7) ein, ergibt sich mit p; = my-m; und p; = ny-n;

Kxx(ml'nl’m2’n2)
(] -] o0

r X 1% Z ay, 1,8k, 1,E(E(mi-ki,ni-11) €(m-ka,ny-15))
k1=0 1,20 ky=0 1,=0

-] -] oo o0

L L L IKee(priki-ka,patly-12)ay, 1, 8,1,
k;=0 1,20 kp=0 1=0

Kxx(plvp2) . (377.9)

Gilt (377.8), ist die Momentfunktion beschriinkt. Wegen (377.4) ist daher der autoregres-
sive ProzeB X(m,n) aus (377.1) zumindest im weiteren Sinne homogen. Die Forderung
(377.8) stellt daher die Homogenititsbedingung dar, die im folgenden als erfiillt angese-
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hen wird.

Ersetzt man in (377.7) m durch m-k, und n durch n-k; mit k; 2 0 und k; 2 0 sowie k;+k;

> 0, multipliziert die Gleichung mit £(m,n) und bildet anschlieBend den Erwartungswert,
folgt

E(e(m,n)X(m-k;,n-k3))

= I T awBCe(mne(m- (ktk) n-(kgt))) -
k=0 1=0
Hieraus folgt wegen (377.3)
Cex(ky,.k2) = E(g(m,n)X(m-ky,n-k;3)) =0 . (377.10)
Multipliziert man (377.1) mit £(m,n) und bildet emeut den Erwartungswert, gilt

E(e(m,n)X(m,n))

= % %aklE(e(m,n)X(m-k,n-l)) + E(e(m,n)e(m,n))
k=0 1=0
(k,1)#(0,0)

und mit (377.3) und (377.10)

Cex(0,0) = 0.2 . (377.11)
FaBt man (377.10) und (377.11) zusammen, erhilt man
Cex(k,1) = E(e(m,n)X(m-k,n-1)) = oe2d(k,1) (377.12)

fiir alle k,1 2 0.

Wegen (377.2) und (377.4) gilt K;x(p1,P2) = Cxx(P1,P2) und Kee(p1.p2) = Cee(p1,P2),
so daB (377.9) mit der Autokovarianzfunktion identisch ist. Um die Koeffizienten ay, zu
eliminieren, wird die Autokovarianzfunktion unmittelbar aus (377.1) berechnet. Multipli-
ziert man diese Gleichung mit X(m-py,n-p;) fiir p;,pz 2 0 und bildet anschlieBend den
Erwartungswert, ergibt sich mit (377.12) und Cxx(py,p2) = Cxx(-P1,-p2) aus (362.6)

Cxx(P1.p2) = E(X(m,n)X(m-p;,n-pz))
P 9
= X anklE(X(m-k,n-l)X(m-pl,n-pg))+E(s(m,n)X(m-p1,n-pz))
k=0 I=
(k, 1)#(0,0)
q
= EO lzoaklcxx(Pl'k,PZ'l)+a£2d(plvpz) . (377.13)
k= =
(k,1)#(0,0)

Fiir p; = p, = 0 folgt diec Varianz des Prozesses X(m,n)
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p q
0.2 = Cxx(0,0) = ¥ Y ayCax(k,1) + ;2 (377.14)
k=0 1=0
(k,1)#(0,0)

und fiir p; 2 0 und p; 2 0 mit py+p2 >0

p
Cax(P1,p2) = X gaqux(prk,prl) . (377.15)
k=0 1=0
(k,1)#(0,0)
Dividiert man (377.15) durch die Varianz (377.14), erhilt man die Autokorrelationsfunk-
tion
P 9
Px(p1,p2) = X X agpx(pi-k,p2-1) , (377.16)
k=0 1=0
(k,1)#(0,0)
die analog zu (325.16) als zweidimensionale Yule-Walker Gleichung bezeichnet wird.

Die Autokovarianzfunktion (377.15) kann entsprechend (325.20) in Matrizenform ge-
schrieben werden, wozu die Koeffizienten ay, in den Vektoren

ag = [810,320,...,apo]'
a; = [agj,a5j,...,2p5)" fir je{l,...,q}

zusammengefat werden. Zusitzlich fithrt man fiir die Autokovarianzen Cyx(m,n) = ¥y
die Vektoren

Yo = [11,0.72,00---+¥p.0]"
Yi = [v.,j-".j»---Yp,j1' fir je{l,...,q} (377.17)

und die Matrizen

[ Y0.0 Y-1.0 Yi-p.0
To0 = Yi.0 Yo,0 Y2-p.0
[ Yp-1,0 7Yp-2.0 Yo.o0
14! -j 70.—) ')/l—p.-J
sz = Y2 -j Yl.—j 72—p -j = )-:jO'
Yp -j Yp-l -j Yo -j




Yo,i-j Y-1,i-j -+ Y-p,i-j

i = Yioi-j Yo,i-j <o N-pli-j = I (377.18)

...............................

Yp.i-j Yp-1,i-j --- Yo0,i-j

ein und erhilt fiir die Autokovarianzen Cyx(p1,p2) = Vp,.p, fir p1{0,...,p} und
p2€{0,...,q} mit der Einschriinkung p+p; > 0 das lineare Gleichungssystem

% Zoo Zor ... Zogq ao
i |- Zio Ziu ... IZig a (377.19)
Yq zqo qu cen qu aq

oder zusammengefaft

Coq = ZpgP - (377.20)

worin €pq und B mit r = (p+1)g+p zwei rxl Vektoren und Zpq eine symmetrische rxr
Matrix bedeuten. Mit ryq = €pq/ o, und Rpq = }qulo',‘2 erhilt man die zweidimensionalen
Yule-Walker Gleichungen.

Das Spektrum S, (2,,Q;) des autoregressiven Prozesses X(m,n) ergibt sich aus (363.8)
fiir n=2 zu

Sax(Q5,0) = L y C“(pl’pz)e'i(mﬂﬁpzﬂz) .
p1=-° pa=-%

Ersetzt man hierin K, (p1,p2) = Cxx(p1,p2) aus (377.9), folgt

00 o0 ©0 [ -] o0

I I I I I ICelprtki-ka,patls-12)
p1=-% pa=-= k1=0 1;=0 k=0 15=0

Sxx(ﬂl’QZ)

= - -j (p1214p2937)
ag, 1,3, 1,¢ J (P13 +p2id2

o N (¢ ST AT o j (ko +10
( Y ¥ ak,l|ej i+l 2))( ¥ ¥ akzlze-J( U+l 2))
k1=0 1=0 ky=0 15=0

©0

T3 Ceelmy.mp)e (®r1dr+n2ta) (377.21)
p1=-® pa=-®

wobeim; = p;+k;-k; und my = py+l;-1, substituiert wurde. Der zweite Faktor in
(377.21) ist analog zu (325.8) die inverse Systemfunktion von (377.6) fiir z; = exp(jQ;)
mit ie{1,2}. Wegen (213.14) und (363.8) ergibt sich somit

Sxx(21,92) = See(@1.92) | (H(iQ1,j2)) 7|2 (377.22)
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und mit (377.3) sowie (377.6)

P 49 .
Sex(1.02) = 62/ |[(T ¥ aed KAH102y 2 (377.23)
k=0 1=0

Bei manchen Anwendungen kann vorausgesetzt werden, daB die Zufallsfelder, mit denen
gearbeitet wird, die Markoff-Eigenschaft besitzen. Beispiele hierzu befinden sich im Ka-
pitel 379. Im folgenden soll daher bewiesen werden, daB ein stationdrer kausaler
AR(p,q)-ProzeB, dessen Zufallsvariablen X(m,n) und dessen Rauschanteile £(m,n) als
normalverteilt angenommen werden, ein kausales Markoff-Zufallsfeld darstellt. Weiter-
gehende Untersuchungen zu Markoff-Eigenschaften autoregressiver Prozesse findet man
bei Kashyap (1984).

Markoff-Zufallsfelder werden im Kapitel 372 aufgrund der symmetrischen Markoff-
Eigenschaft (322.12) definiert. Wegen der Kausalitdt wird diese Definition jetzt abge-
wandelt, indem aufgrund der einseitigen Markoff-Eigenschaft (322.4) ein kausales zwei-
dimensionales Markoff-Zufallsfeld der Ordnung (p,q) durch die Bedingung eingefiihrt
wird

p(X(m,n) |X(m-1,n),X(m-2,n),...,X(0,n),X(m,n-1),X(m-1,n-1),
...,X(0,n-1),...,X(0,0))
= p(X(m,n) |X(m-1,n),X(m-2,n),...,X(m-p,n),X(m,n-1),
X(m-1,n-1),...,X(m-p,n-1),...,X(m-p,n-q)) , (377.24)

worin wie auch im folgenden die Werte der Zufallsvariablen X(m,n) ebenfalls mit
X(m,n) bezeichnet werden. Der Beweis wird analog zu (325.25) bis (325.28) durchge-
fiilhrt. Sind die Zufallsvariablen £(m,n) und X(m-k,n-1) normalverteilt, folgt aus
(377.12) fiir k 2 0 und 1 2 0 sowie k+l > 0 die Unabhiingigkeit. Somit erhilt man aus
der Definition der Unabhingigkeit fiir die bedingte Dichte

p(e(m,n)|X(m-1,n),X(m-2,n),...,X(0,n),X(m,n-1),X(m-1,n-1),

...,X(@0,n-1),...,X(0,0)) = p(&(m,n)) (377.25)

und daher wegen (377.2)
E(e(m,n)|X(m-1,n),X(m-2,n),...,X(0,n),X(m,n-1),X(m-1,n-1),
...,X(0,n-1),...,X(0,0))

E(e(m,n)) =0 . (377.26)

Bildet man den Erwartungswert von X(m,n) unter der Bedingung, dal die Werte fiir
X(m-1,n),...,X(0,0) gegeben seien, folgt aus (377.1) unter Beriicksichtigung von
(377.26)

E(X(m,n) |X(m-1,n),X(m-2,n),...,X(0,n),X(m,n-1),X(m-1,n-1),
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...,X(0,n-1),...,X(0,0))
= E(X(m,n) |X(m-1,n),X(m-2,n),...,X(m-p,n),X(m,n-1),
X(m-1,n-1),...,X(m-p,n-1),...,X(m-p,n-q))

= g‘. % ag X(m-k,n-1) . (377.27)

k=0 1=0
(k,1)#(0,0)
AuBerdem erhilt man fiir die bedingte Varianz von X(m,n) aus (377.1) mit (377.3)
V(X(m,n) |X(m-1,n),X(m-2,n),...,X(0,n),X(m,n-1),X(m-1,n-1),

...,X(0,n-1),...,X(0,0))

= V(X(m,n) |X(m-1,n),X(m-2,n),...,X(m-p,n),X(m,n-1),
X(m-1,n-1),...,X(m-p,n-1),...,X(m-p,n-q))

= V(&(m,n)) = 0.2 . (377.28)

Da X(m,n) normalverteilt ist, gilt wegen (377.27) und (377.28) auch die Markoff-Eigen-
schaft (377.24). Ein kausaler AR(p,q)-ProzeB, der als GauB-Proze8 vorausgesetzt wird,
stellt somit ein kausales Markoff-Zufallsfeld der Ordnung (p,q) dar, also ein kausales
GauB-Markoff-Zufallsfeld. Der Nachweis der Markoff-Eigenschaft (377.24) iiber die be-
dingte Verteilung analog zu (325.30) bis (325.35) ist im zweidimensionalen Fall sehr
aufwendig und wird daher hier nicht gefithrt. Eine Herleitung ist bei (Pan 1994) zu fin-
den. Dort wird allerdings von der Definition (235.14) der Kausalitiit ausgegangen.

Da X(m,n) normalverteilt ist, folgt aus (377.27) und (377.28) die bedingte Normalvertei-
lung fiir X(m,n) |X(m-1,n),X(m-2,n),...,X(m-p,n-q) mit

X(m,n)|X(m-1,n),X(m-2,n),...,X(m-p,n-q)

P 9
~N(Z Y agX(m-k,n-1),06:%) . (377.29)
=0 1=0
(k,1)#(0,0)

Diese Verteilung soll noch einmal iiber die Normalverteilungen fiir X(m,n) und &(m,n)
abgeleitet werden. Dazu werden die Vektoren

[X(m-1,n),X(m-2,n),...,X(m-p,n)]" ,
[X(m,n-j),X(m-1,n-j),...,X(m-p,n-j)}' fiir je{l,....q} (377.30)

Xpo

Xpj
mit den Matrizen der Autokovarianzen D(xp) = Zgg, C(Xpo,Xp;j) = Zoj und C(xp;,xp;)
= Z;; aus (377.18) eingefiihrt. Die Matrix der Autokovarianzen des rx1 Vektors

Xp = [Xpo' Xp1's.-.1Xpg'l" (377.31)
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ist somit durch Z,q aus (377.20) gegeben. Mit dem Vektor x, und dem Vektor B aus
(377.20) kann die Definitionsgleichung (377.1) in der Form

, x

X(m,n) = [B ,1][ e{m.n) ] (377.32)
geschrieben werden. Die Varianz von g(m,n) folgt aus (377.3). Nimmt man fiir x, und
e(m,n), wie bereits erwihnt, Normalverteilungen an

xp ~ N(0,%,) und &(m,n) ~ N(0,6.%) , (377.33)
gilt fir X(m,n) als lineare Transformation von x;, und €(m,n) mit (377.10) die Vertei-
lung (Koch 1987, S.140)

X - No. g1 gre O] [ £ ] - (377.34)

13

In Ubereinstimmung mit (377.14) ergibt sich wegen (377.20) also die Varianz

0,2 = B'ZpqB + 0% = Broyg + 0’ . (377.35)

Die Matrix I der Autokovarianzen des Vektors x = [X(m,n),x,']* erhilt man mit X, =
[0‘,2] unter Beriicksichtigung von (377.17) und (377.20) zu

R R °Pq'] . (377.36)
Cpq  Zpg
Die bedingte Dichte von X(m,n) |xp lautet dann (Koch 1987, S.138)
X(m,n) |x, ~ N(Cpq ' Zpg 'Xp+ Bmn-Cpq ' Tpq 'Cpq) (377.37)

und mit (377.20) und (377.35)
X(m,n)|x, ~ N(B' xp,0¢%)
in Ubereinstimmung mit (377.29).
Analog zu (325.50) bis (325.52) wird nun die gemeinsame bedingte Dichte
p(X(m#K,n+L) ,X(m+K-1,n+L), ... ,X(m,n+L) , X(m+K,n+L-1),...,X(m,n) |
X(m-1,n+L),...,X(m-p,n+L) ,X(m-1,n+L-1), ... ,X(m-p,n+L-1),
.o, X(m-1,n),...,X(m-p,n),X(m+K,n-1) ,X(m+K-1,n-1),
..., X(m-p,n-1),...,X(m-p,n-q)) (377.38)

abgeleitet, wobei X(m-1,n+L),...,X(m-p,n-q) die Start- oder Anfangswerte bedeuten.
In (377.33) wurde der Rauschanteil £(m,n) als normalverteilt vorausgesetzt. Daher er-
hélt man fiir die gemeinsame Dichte von e(m+K,n+L),e(mtK-1,n+L),...,€(m,n) we-
gen (377.2) und (377.3) (Koch 1987, S.106)



287

p(e(mK,n+L),e(m#K-1,n4L), ..., €(m,n+L) ,e(mK,n+L-1), ..., €(m,n))

1 (K+1)(L+1)/2 1 K L
- [ ] exp[- 1 5 3 e(m+k,n+1)2] . (377.39)
2n0¢? 202 k=0 1=0

Ersetzt man in (377.5) m durch mtk und n durch n+l, erhiilt man

P 9
e(mk,n+l) = - ¥ 1 a;;X(mk-i,n+l-j)
i=0 j=0

q
= X(m+k,n+l) - § Y a;X(mtk-i,n+1-j) . (377.40)
i=0 j=0
(i,j)#(0,0)

Es werden nun die Vektoren

Xg10 = [X(mk-1,n+1),X(mtk-2,n+1), ..., X(mtk-p,n+l] !

[X(mtk,n+l-j) X(mek-1,041-), ... X(mtk-p,n+l-j] (377.41)

Xkij

fiir je{1,...,q} eingefiihrt. Bildet man weiter mit r = (p+1)g+p den rx1 Vektor

Xc1 = [Xki0' »Xk11 'y -0 Xk1g' ] s (377.42)
so erhiilt man fiir (377.40) mit dem Vektor B aus (377.20)

e(mtk,n+l) = X(m+k,n+l) - Brxy . (377.43)
Transformiert man nun die Zufallsvariablen e(m+K,n+L),e(m#K-1,n+L),...,e(m,n) in

der Dichte (377.39) in die Zufallsvariablen X(m+K,n+L) ,X(m#K-1,n+L),...,X(m,n), so
folgt die Jacobische Matrix mit den partiellen Ableitungen (Jde(i,j)/dX(k,1)) aus
(377.43). Sie ergibt sich aufgrund der Kausalitiit als obere Einheitsdreiecksmatrix. Mit
Beispiel 1 wird dies im folgenden demonstriert. Die Dichte (377.38), die abgekiirzt
p(X(m#K,n+L), ... ,X(m,n) |X(m-1,n+L),...,X(m-p,n-q)) geschriecben wird, lautet
daher mit w = (K+1) (L+1)

p(X(m+K,n+L), ... ,X(m,n) |X(m-1,n+L), ... ,X(m-p,n-q))

K L
- [ 1 ] exp[- L3 3 (X(mek,nel)-B° xk,)] . (377.44)
2702 20.% k=0 1=0

Hieraus folgt schlieflich mit der Normalverteilung der Startwerte X(m-1,n+L),.
X(m-p,n-q) entsprechend (325.47) die gemeinsame Dichte fiir X(m+K,n+L),...,
X(m-q,n-q).

Im Kapitel 354 wird erldutert, daB im eindimensionalen Fall die bedingle Dichte
(325.46) anstelle der strengen Likelihoodfunktion als genidherte Likelihoodfunktion zur
Parameterschiitzung herangezogen wird. Dies bedeutet fiir den zweidimensionalen Fall,
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daB die bedingte Dichte (377.44) als gendherte Likelihoodfunktion Lo(f) gewihlt wird.
Sie 148t sich kompakter schreiben, wenn man den wx1 Vektor

y = [X(m+K,n+L) ,X(mK-1,n+L),...,X(m,n)]" (377.45)

und mit den Vektoren x;; aus (377.42) die wxr Matrix

x = [xxLixK—l‘LQ‘"!XOL"")XOO]. (377.46)
einfiihrt. Man erhilt dann
1 w/2 1 _ _
L@ = [ =5 | “ew[- L5 Gxp) G-3p)] (377.47)
270, 20,

analog zur eindimensionalen Darstellung (354.8). Die Schitzung des Vektors § der unbe-
kannten Parameter ergibt sich entsprechend (354.12).

Beispiel 1: Fiir K=L=1 und p=q=2 erhilt man mit (377.43) die vier Gleichungen

e(m+l,n+1)=X(m+1,n+1)-a,0X(m,n+1)-a50X(m-1,n+1)-ag;X(m+1,n)
-a;X(m,n)-a5X(m-1,n)-agX(m+1,n-1)-a;,X(m,n-1)-a,,X(m-1,n-1)
e(m,n+1)=X(m,n+1)-a;0X(m-1,n+1)-a50X(m-2,n+1)-a9;X(m,n)
-apX(m-1,n)-a5,X(m-2,n)-agpX(m,n-1)-apX(m-1,n-1)-a5,X(m-2, ,n-1)
€(m+1,n)=X(m+1,n)-a,0X(m,n)-as0X(m-1,n)-ap X(m+1,n-1)
-ap X(m,n-1)-a3X(m-1,n-1)-agX(m+1,n-2)-a;,X(m,n-2)-a5,X(m-1,n-2)
g(m,n)=X(m,n)-a;oX(m-1,n)-a30X(m-2,n)-a¢;X(m,n-1)-a,;X(m-1,n-1)
-ag1X(m-2,n-1)-agX(m,n-2)-a;,X(m-1,n-2)-a,X(m-2,n-2) . (377.48)

Die Abbildung 377-1 zeigt die zu berechnenden Werte (x) an den Positionen (m,n) bis
(m+1,n+1) aus den Startwerten (o). Auf die Vorgabe dieser Anfangswerte wurde schon

n-2 n-1 n n+t
t } $ —pn
m2 + o 0 0 o
mi-+ 0 0 0 o0
m + 0 0 X X
m+14+ 0 0 X x
v
m

Abb. 377-1: Anordnung der Startwerte
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im Zusammenhang mit Abbildung 241-1 hingewiesen.

FaBit man mit w = (K+1)(L+1) = 4 die Rauschanteile e(m+1,n+1),...,e(m,n) im 4x1
Vektor e zusammen

e = [e(m+]l,n+1),e(m,n+l),e(m+1,n),e(m,n) )"’
und ebenso die Zufallsvariablen X(m+1,n+1),...,X(m,n) im 4x1 Vektor y
y = [X(m+1,n+1),X(m,n+1),X(m+1,n),X(m,n)]"* ,

erhilt man aus (377.48) die Jacobische Matrix B = (b; j) = (de;/dy j) als obere Einheits-
dreiecksmatrix

1 -ajp -agr -ap
0 1 0 -ag)
B = ,
0 0 1 -ajo
0 0 0 1

wobei detB = 1 gilt. Mit r = (p+1)g+p = 8 lautet der 8x1 Vektor § aus (377.20)

B = [a10.220,301,811,321,802,212,322] '

und die 4x8 Matrix X aus (377.46)

X = [x11,X01,X10-X00] '

[ X(m,n+1) X(m-1,n+1)  X(m,n) X(m-1,n) ]
X(m-1,n+1) X(m-2,n+1) X(m-1,n) X(m-2,n)
X(m+1,n) X(m,n) X(m+l,n-1) X(m,n-1)
X(m,n) X(m-1,n) X(m,n-1) X(m-1,n-1)

=1 X(m-1,n) X(m-2,n) X(m-1,n-1) X(m-2,n-1)

X(m+1l,n-1)  X(m,n-1) X(m+1,n-2)  X(m,n-2)
X(m,n-1) X(m-1,n-1) X(m,n-2) X(m-1,n-2)

| X(m-1,n-1)  X(m-2,n-1) X(m-1,n-2) X(m-2,n-2) |

Die Likelihoodfunktion Lo(f8) ergibt sich hiermit aus (377.47). A

378 Nichtkausale zweidimensionale autoregressive Prozesse

Im zweidimensionalen Fall sollen auch nichtkausale autoregressive Prozesse der Ord-
nung max{p,q}, abgekiirzt nAR(p,q)-Prozesse geschrieben, betrachtet werden. Bei
einem zweidimensionalen autoregressiven ProzeB wird ndmlich die Zufallsvariable
X(m,n) unter Einbeziehung eines Rauschanteils £(m,n) durch die Zufallsvariablen in der
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Nachbarschaft von X(m,n) ausgedriickt. Bei den kausalen zweidimensionalen autoregres-
siven Prozessen ist die Nachbarschaft auf die Zufallsvariablen X(i,j) miti <m, j Sn
und (i,j)#(m,n) beschrinkt, wihrend die Nachbarschaft bei den nichtkausalen zweidi-
mensionalen autoregressiven Prozessen durch eine in bezug auf X(m,n) symmetrisch lie-
gende Punktanordnung gegeben ist. Zur Vereinfachung wird hier als Nachbarschaft das
bereits mit (376.12) eingefiihrte Rechteck gewi#hlt. Punktanordnungen wie in den Nach-
barschaften (376.19), die der Definition eines Markoff-Zufallsfeldes der Ordnung p die-
nen, sind ebenfalls moglich.

Wie bei den kausalen zweidimensionalen autoregressiven Prozessen wird auch hier bei
den nichtkausalen Prozessen die Markoff-Eigenschaft gepriift. Wie im folgenden gezeigt
wird, besitzt ein nichtkausaler autoregressiver ProzeB die Markoff-Eigenschaft, falls eine
spezielle Autokovarianzfunktion fiir den Rauschanteil gewihlt wird. Ein solcher Prozef}
wird auch als konditionales Markoff-Modell (CM-Modell) bezeichnet. Er besitzt, wie
auflerdem gezeigt wird, eine Verteilung, die mit der Normalverteilung als Spezialfall des
Auto-Modells eines Nachbarschafts-Gibbs-Feldes identisch ist. Ein nichtkausaler autore-
gressiver ProzeB, dessen Autokovarianzfunktion durch weifles Rauschen bestimmt ist,
besitzt die Markoff-Eigenschaft nicht. Dieser Proze wird hier nicht behandelt, unter-
sucht wird er beispielsweise bei (Kashyap und Chellappa 1983).

Ein nAR(p,q)-ProzeB wird also definiert durch
p q
X(m,n) = ¥ Y agX(m-k,n-1) + g(m,n) , (378.1)
k=-p l=-q
(k,1)#(0,0)

worin ay| wieder konstante Koeffizienten bedeuten. Der Rauschanteil £(m,n) wird mit

E(e(m,n)) =0 (378.2)
und der Autokovarianzfunktion
-ay 02 fiir -p<k<p, -q<l<q
Cee(k,1) = E(e(m,n)e(m-k,n-1)) = (378.3)
0 sonst

als stationéirer ProzeB vorausgesetzt, wobei agy = -1 gilt. Im Gegensatz zu (377.3) wird
also kein stationiires weiBes Rauschen angenommen. Fiir den Erwartungswert von
X(m,n) gelte

E(X(m,n)) = pe(m,n) = g, =0 . (378.4)
Lost man (378.1) nach £(m,n) auf, erhiilt man
P q
gmn) =-Y Y aX(m-k,n-1), (378.5)

k=-p I=-q
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was nach (244.29) einer nichtkausalen nichtrekursiven Filterung entspricht. Die System-
funktion lautet nach (244.27) mit (244.24) und z; = exp(jQ;) fir ie{1,2}

P q . 1
H(z1,22) = - L L anzi "z . (378.6)
k:-p l:-q

Der zu (378.5) inverse Proze8 ist durch

-] ©0

X(mn) = ¥ I 3ge(m-k,n-1) (378.7)

k=-0 |=-0

gegeben und besitzt die zu (378.6) inverse Systemfunktion (H(z;,z;))~"!. Dieses System
ist nur dann stabil, wenn (235.12) zutrifft. Fiir die Impulsantwort h(k,1) gilt nach
(235.10) h(k, 1) = a,. Die Stabilititsforderung lautet daher

©0 oo

I I Jagy| <o (378.8)

k=-0 ]=-00

analog zu (377.8). Die Momentfunktion Kyx(mj,n;,m;,n;) des nAR(p.q)-Prozesses ist
durch (377.9) gegeben, wenn dort die Summation jeweils bei -oo beginnt. Die Moment-
funktion ist mit (378.8) ebenso wie der Erwartungswert beschrinkt, so da das Aus-
gangssignal X(m,n) aus (378.1) zumindest im weiteren Sinne stationiir ist. Die Forde-
rung (378.8) stellt somit wieder die Homogenitétsbedingung dar, die im folgenden als
erfiillt angenommen wird.

Nach (362.6) folgt fiir die Autokovarianzen der Rauschanteile
Cee(k,1) = Cee(-k,-1)
und daher aus (378.3) fiir die Koeffizienten ay; die Symmetriebedingung
ag] = Ay ) - (378.9)

Ersetzt man in (378.5) m durch m-k; und n durch n-k; fiir alle k; und k,, multipliziert
anschlieBend mit £(m,n) und bildet den Erwartungswert, ergibt sich

P q
E(e(m,n)e(m-ky,n-ky)) = - ¥ ¥ agE(e(m,n)X(m-(k;+k),n-(ka+1)))
k=-p l=-q
oder mit (378.3) fiir -p<k,<pund -q<k;<q
2. % %
gk, 0 = L ag Cex(kp+k, kotl) . (378.10)
k=-p I=-q

Erfiillt wird diese Gleichung durch die Kreuzkovarianzfunktion

Cex(k,1) = E(e(m,n)X(m-k,n-1)) = o2d(k,1) . (378.11)
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Setzt man nimlich (378.11) in (378.10) ein, folgt fiir die rechte Seite mit (378.9)
)E_ % a10:2d(K+k Ko+1) = ay i, 0% = ay i, 06 . (378.12)
k=-p l=-q

Durch die Autokovarianzfunktion (378.3) wird somit eine (377.12) entsprechende Kreuz-
kovarianzfunktion (378.11) erhalten. Fiir k = 1 = 0 ergibt sich

Cex(0,0) = 02 . (378.13)

Multipliziert man (378.1) mit X(m-p,,n-p,) fiir alle p;, p, und bildet anschlieBend den
Erwartungswert, folgt mit (378.11) die Autokovarianzfunktion

Cxx(p1,p2) = E(X(m,n)X(m-p;,n-p;))

P g

= L L agEX(m-k,n-1)X(m-p;,n-pz)) + E(e(m,n)X(m-p;,n-p3))
k=-p I=-q

(k,1)#(0,0)

p q
= kz I): aiCxx(P1-K,p2-1) + 6g%d(py1.p2) - (378.14)
:-p =-q
(k,1)#(0,0)
Fiir p; = p2 = 0 erhiilt man die Varianz
p
0,2 = Cxx(0,0) = X }% ag Cax(-k,-1) + og? (378.15)
k=-p l=-q
(k, 1)#(0,0)

und fiir (p;,p2)#(0,0)

P 9

Cxx(P15P2) = X 1 ag Cxx(p1-k,p2-1) - (378.16)
k=-p l=-q
(k,1)#(0,0)

Die Autokorrelationsfunktion py(p;,p2), die zweidimensionale Yule-Walker-Gleichung,
ergibt sich aus der Division von (378.16) durch (378.15).

Die Autokovarianzfunktion (378.16) soll wieder in Matrizendarstellung geschriecben wer-
den. Dazu werden die Koeffizienten ay, in den Vektoren

ap = [a—p.Ora—p+l,0w-- »a—l.O'aIO,---’apo]'
a; = [a_p‘j,a_pﬂ'j....,a_l,j.aoj,alj,...,apj]' (378.17)

fir je{-q,...,-1,1,...,q} zusammengefaBit. Ebenso wird mit den Autokovarianzen
Cxx(m,n) = ¥y, o verfahren

Yo = [Y-p.0:Y=p+1,05---+7-1,0:Y1.05- - - ¥p.0] '
Vi = [¥opujo¥opet,jooe s V1,52 Y055 Y1,js w5 ¥ i1 " - (378.18)
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Fiihrt man weiterhin die Matrizen

[ Yo0.0 Y-1,0 «ee Y-p+1,0 Y-p-1,0 --- Y-2p.0
Yi.0 Yo,0 Y-p+2.0 Y-p,o0 Y-2p+1,0
290 = | Yp-1,0 7Yp-2.0 Yo.0 Y-2.0 Y-p-1.0
Yp+1,0 7Yp.o0 72,0 Y0.0 Y-p+1,0
[ Y2p.0  7Y2p-1,0 Yp+1.0  Yp-1,0 Yo.0
[ Yo0.-j Y-1.-j Y-2p.-j |
Y1,-j Yo.-j Y-2p+1,-j
Loj = | Yp-1.-j Yp-2.-j Y-p-1.-j = Ljo'
Yp+l -j Yb.—] TLp+l =)
[ Y2p,-j Y2p-1,-j Yo,-j
Yo,i-j Y-1.i-j Y-2p,i-j
2”. = " i—j YO.i—j Y-2p+l i-j = Zji' (378.19)
[ Y2p.i-j Y2p-1,i-j --- 7Yo,i-j

ein, so erhilt man fiir die Autokovarianzen C,,(p;,p,) fiir p1e{-p,-p+l,...,p} und
p2€{-q,-q+l,...,q} aus (378.16) das lineare Gleichungssystem

Y-q 1 [ Z_q__q z_q’._] z_q'o 2_q_1 X.q'q 171 a_q |
7-1 Li,q - Zg1 Eg0 Zgq ... Lggq a_
Yo | =|Z,-q --- Zo-1 Zoo Zoi B a |,
14 Ly,.q --- Z -1 Zo Iy .o Eyg a
I ‘yq i L Zq__q Zq.—l qu qu qu 1L aq
(378.20)

das analog (377.20) in der Form
Cpq = Ipgf (378.21)

vereinfacht dargestellt wird. Die Vektoren cpq und B enthalten jeweils s = (2p+l)
(2g+1)-1 Komponenten. Zq ist eine symmetrische sxs Matrix. Aus (378.21) lassen sich
wieder mit rpq = Cpq/ 0,2 und Ry = qu/a,2 die zweidimensionalen Yule-Walker Glei-
chungen aufstellen.

Das Spektrum S¢¢(2;,9,) des Rauschanteils berechnet sich aus (363.8) mit (378.3) zu
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Y T Ceel(k, l)e'j (k@2;+105)

k=-0 |=-0

Sss(Ql vn2)

_)‘5 % 2| 02 o-i (KR 1+102)
k=-p I=-q

Mit z; = exp(jQ;) fiir ie{1,2} erhilt man aus der Systemfunktion (378.6) des Prozesses
(378.5) die Frequenzantwort H(j;, j;), mit der

See(Q1,02) = 6:2H(jf, i) (378.22)

folgt. Bezeichnet man die Impulsantwort des Prozesses (378.5) mit h;(k,1), gilt wegen
(378.9) nach (235.10)

hy(k,1) = hy(-k,-1) = -ay; .

Die Frequenzantwort H(jQ,;,jQ;) ist somit nach (241.40) reell und nach (241.50) zwei-
quadrantensymmetrisch

H(jQ,j22) = H(-j,-jQ2) = A(Dy,0) (378.23)
und lautet nach (244.14)

P 4
A(Ql.Qz) =1-2 % ap| COS(le) -2 ) ag) COS(kﬂl+l.Qz) . (378.24)
1=1 k=1 I=-q
Das Spektrum S,,(2,,{;) des nAR(p,q)-Prozesses berechnet sich aus (377.22) mit
(378.22) und (378.23) zu

Sxx(Q1,02) = See(Qy,9) (H(jfy,j0Q2))  (H(-jRy,-jR))
= 0.2 /A(Q),9;) . (378.25)

Wie bereits im Kapitel 377 erwiihnt, kann bei verschiedenen Anwendungen vorausge-
setzt werden, daB die Zufallsfelder die Markoff-Eigenschaft aufweisen. Im folgenden soll
daher bewiesen werden, daBl der nAR(p,q)-ProzeB (378.1), dessen Zufallsvariable X(m,n)
und dessen Rauschanteil £(m,n) als normalverteilt angenommen werden, ein Markoff-
Zufallsfeld im Sinne von (372.2) oder (372.3) ist. Es besitzt also die symmetrische Mar-
koff-Eigenschaft im Gegensatz zu dem im Kapitel 377 eingefiihrten kausalen zweidi-
mensionalen Markoff-Zufallsfeld, das auf der einseitigen Markoff-Eigenschaft basiert.
Der Beweis der Umkehrung, daB ein homogenes GaufB-Markoff-Zufallsfeld als
nAR(p,q)-ProzeB darstellbar ist, befindet sich bei Woods (1972) und Chellappa (1985).
Weitergehende Untersuchungen zu Markoff-Eigenschaften zweidimensionaler autore-
gressiver Prozesse nahm Kashyap (1984) vor.

Betrachtet wird das Eingangssignal X(m,n) fiir me{0, ... ,M} und ne{0,...,N}, wobei
M>p und N>q vorausgesetzt sei. Mit der hier verwendeten Notation lautet dann (372.3),
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falls der Wert der Zufallsvariablen X(m,n) ebenfalls mit X(m,n) bezeichnet wird,
p(X(m,n) |X(M,N),X(M-1,N),... ,X(O,N)‘,X(M,N-l),X(M-I,N-l) oo X(0,N-1),
..., X(m+1,n),X(m-1,n),...,X(0,0)) = p(X(m,n)|dX(m,n)) , (378.26)

wobei dX(m,n) die Werte der Zufallsvariablen X(m-k,n-1) fiir ke{-p,...,p} und
le{-q,...,q) auBer (k,1) = (0,0) in der Nachbarschaft von X(m,n) bezeichnet. Der
Beweis wird analog zu (377.25) bis (377.28) gefiihrt. Sind die Zufallsvariablen &(m,n)
und X(m-k,n-1) fiir beliebige k,1 auBer (k,1) = (0,0) normalverteilt, folgt aus
(378.11) die Unabhiingigkeit. Es gilt daher fiir die bedingte Dichte

p(&(m,n)|dX(m,n)) = p(&(m,n)) . (378.27)
Fiir den Erwartungswert erhilt man somit wegen (378.2)
E(g(m,n)|dX(m,n)) = E(e(m,n)) =0 . (378.28)

Bildet man den Erwartungswert der Zufallsvariablen X(m,n) unter der Bedingung, daB
die Werte fiir X(M,N),...,X(0,0) gegeben seien, folgt aus (378.1) mit (378.28)

E(X(m,n)|X(M,N) ,X(M-1,N),...,X(O,N) ,X(M,N-1),X(M-1,N-1),...,X(O,N-1),
..., X(m+1,n),X(m-1,n),...,X(0,0)) = E(X(m,n) |dX(m,n))

p q
=3 Y agX(m-k,n-1) . (378.29)
k=-p l=-q
(k, D#(0,0)
Auflerdem folgt fiir die bedingte Varianz von X(m,n) aus (378.1) mit (378.3)
V(X(m,n) |X(M,N) ,X(M-1,N), ... ,X(0O,N),X(M,N-1),X(M-1,N-1),...,X(O,N-1),
..., X(m+1,n),X(m-1,n),...,X(0,0)) = V(X(m,n)|dX(m,n))
= V(e(m,n)) = 0% . (378.30)

Da X(m,n) normalverteilt ist, gilt wegen (378.29) und (378.30) auch die Markoff-Eigen-
schaft (378.26). Der nAR(p,q)-ProzeB stellt also ein Markoff-Zufallsfeld im Sinne von
(372.3) dar. Der Nachweis der Markoff-Eigenschaft (378.26) iiber die bedingte Dichte
analog zu (325.30) bis (325.35) im eindimensionalen Fall ist bei (Pan 1994) zu finden.

Aufgrund der Normalverteilung fiir X(m,n) 148t sich aus (378.29) und (378.30) die be-
dingte Normalverteilung fiir X(m,n) | dX(m,n) angeben. Man erhilt

p q
X(m,n)[dX(m,n) ~ NCE I aX(m-k,n-1),0.%) . (378.31)
k=-p 1=-q
(k, )#(0,0)

Multipliziert man den quadratischen Ausdruck im Exponenten der Dichte dieser Vertei-



296

lung aus und absorbiert die Konstante in der Normierungskonstanten, erkennt man, dafl
die Dichte identisch ist mit der bedingten Dichte (376.14). Substituiert man nidmlich in
(376.14) k-m = p, und 1-n = p,, ergibt sich mit 0> = 6,2, Py, p, = ap, p, UNd flmy = i) =
0 in der hier verwendeten Notation
p(X(m,n) | X(m,0)) = exp(- —— [(X(m,n)?
20,
P
- 2 X(m,n) X ap, p,X(m+py,n+p3) ]} (378.32)

P1=-P P2=-9q

(p1.p2)#(0,0)
und weiter nach Beriicksichtigung von (378.9) sowie p; = -k und p; = -1

1

p(X(m,n)|K(m,n)) = exp(- — [(X(m,n))
20
q
- 2 X(m,n) }% Y agX(m-k,n-1)]} (378.33)
k=-p 1=-q
(k, 1)#(0,0)

in Ubereinstimmung mit (378.31). Das GauB-Zufallsfeld als Spezialfall des Auto-Mo-
dells besitzt also dieselbe bedingte Verteilung wie der nichtkausale autoregressive Pro-
zeB mit Markoff-Eigenschaft.

Analog zu den Ableitungen (377.30) bis (377.37) liBt sich die bedingte Verteilung
(378.31) auch aus den Normalverteilungen fiir X(m,n) und £(m,n) herleiten, was aber
hier nicht vorgefiihrt wird.

Um die gemeinsame Verteilung der X(m,n) fiir 0 < m < M und 0 < n < N abzuleiten, wird
zuniichst das toroidale Gitter zugrunde gelegt, siche Abbildung 376-4. Mit der in
(376.18) definierten Menge @ der Gitterpunkte gilt fiir ein Zufallsfeld Y(m,n) auf einem
toroidalen Gitter

X(m-k,n-1) fiir (m-k,n-1) € Q

X((m-k)mod(M+1), (n-1)mod(N+1)) fir (m-k,n-1) ¢ Q .

(378.34)
An dieser Stelle sei noch die mod-Funktion erklért. Trifft beispielsweise fiir m-k eine der
Ungleichungen m-k < 0 oder m-k > M zu, so bedeutet (m-k)mod(M+1) = r, daB soviele
Vielfache von (M+1) zu dem Wert m-k zu addieren oder zu subtrahieren sind, bis fiir r
die Bedingung 0 < r < M gilt.

Y(m-k,n-1) = {

Mit (378.34) erhilt man anstelle von (378.1) den nAR(p,q)-ProzeB

p
X(m,n) = Y(m,n) = ¥ % ayY(m-k,n-1) + &(m,n) (378.35)
k=-p l=-q
(k, 1)#(0,0)
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und anstelle von (378.5)

g(m,n) = -% % agY(m-k,n-1) . (378.36)
k=-p l=-q

Fiithrt man zunichst die Vektoren

xj = [X(0,j),X(1,j),....X(M,j)]" (378.37)
und

€ = [€(0,j),e(1,j),...,.e(M,))]" (378.38)
fiir je{0,...,N} ein und definiert weiter

x=[x',x;"',....,XN"']" (378.39)
sowie

€= [g'.&',....&n"']" , (378.40)

erhilt man aus (378.36) unter Beachtung von (378.34)
€ =Bx (378.41)

mit der Koeffizientenmatrix

By B B, 0 0 B, B_,
B_] Bo Bq_l Bq ° e 0 0 .. B_2
B = (378.42)
B, B, 0 0 B, By By
und den Untermatrizen By fiir ke{-q,...,q}, die unter Beachtung der Symmetriebedin-

gung (378.9) aufgestellt sind

aoxk Ak apy O 0 a_p x a_|,x
a_j,k aok ap-1,k 8pk 0 0 a_y

Bk = U = -k
a1k azg ... 0 0 «v. @-p .k A1-p,k --- A0k

(378.43)

Die wegen (378.43) symmetrische Matrix B ist eine zirkulare Blockmatrix (Davis 1979,
S.66). Ebenso sind die Untermatrizen B, zirkulare Matrizen.

Da vorausgesetzt wurde, daB der zu (378.5) inverse Prozefl (378.7) existiert, ist B regu-
ldr, so daB (378.41) nach x aufgeldst werden kann

x=Blg. (378.44)

Die Matrix X, der Autokovarianzen der Komponenten X(m,n) von x ergibt sich daher
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aus
L, =B!'% B!, (378.45)

worin X die Matrix der Autokovarianzen Cc¢(k,1) der Rauschanteile £(m,n) bedeutet.
Anstelle von (378.3) erhiilt man auf einem toroidalen Gitter fiir die Autokovarianzen

E(e(m,n)e(m-k,n-1)) = Cge(ky,kp)

'ak,k20e2 fir -p<k;<p.,-q<k;<q
- (378.46)
0 sonst ,
wobei fiir k; und k, die Rechenvorschriften
ki =k + & (M+l) und ko =1 + 23(N+1) (378.47)

mit 2,,&,6{-1,0,1} lauten. Die Werte fiir £; mit ie{l,2} sind so zu wihlen, daB |k;|
= min gilt. Die Matrix Z. ergibt sich dann zu

I = 6.°B . (378.48)
Weiter folgt aus (378.45)
I, = 6B . (378.49)

Da die Komponenten X(m,n) des Vektors x als normalverteilt vorausgesetzt werden, er-
hilt man

x -~ N(0,0.3B7") ,
so daB die gemeinsame Dichte der X(m,n) folgt mit

1
20,

p(x) = exp{- x'Bx} . (378.50)

2
Bei einem Gitter mit offenem Rand enthilt die Matrix B aus (378.42) Nullmatrizen am
rechten oberen und linken unteren Rand und die Matrix By aus (378.43) Nullelemente im
rechten oberen und linken unteren Teil. Die Matrizen besitzen dann Bandstruktur. Die
tibrigen von Null verschiedenen Elemente stimmen iiberein, so dal auch fiir Gitter mit
offenen Rindern mit entsprechenden Matrizen B die Beziehungen (378.41), (378.48) und
(378.50) giiltig sind.

Schreibt man (376.16) wie fiir (378.33) um, erhilt man mit (378.34), (378.36) und
(378.41)

N p q M N
Y ¥ X Y Y(mn)(-ag)Y(m-k,n-1) = ¥ ¥ X(m,n)e(m,n)
m=0 n=0 k=-p l=-q n=0 n=0

=x'€=x'Bx . (378.51)
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Die Dichten (376.17) und (378.50) sind also identisch. Der nichtkausale autoregressive
ProzeB mit Markoff-Eigenschaft besitzt also dieselbe gemeinsame Verteilung wie das
GauB-Zufallsfeld als Spezialfall des Auto-Modells.

Wendet man zur Schiitzung der unbekannten Koeffizienten ay; des autoregressiven Pro-
zesses die Maximum-Likelihood-Methode an und bestimmt die Likelihoodfunktion durch
die Dichte (378.50), ergeben sich wegen (detB)“ 2 in der Normierungskonstanten von
(378.50) nichtlineare Gleichungen fiir die Schitzwerte der ay,, die hier nicht untersucht
werden. Lineare Gleichungssysteme erhdlt man mit einer gendherten Likelihcodfunktion,
die aus der bedingten Normalverteilung (378.31) folgt, wie im Zusammenhang mit
(383.24) erldutert wird. Auch fiir den kausalen autoregressiven ProzeB war mit (377.47)
eine gendherte Likelihcodfunktion fiir die Maximum-Likelihood-Methode betrachtet
worden, die auf ein lineares Gleichungssystem fiir die unbekannten Parameter fiihrt.

379 Anwendungen in der digitalen Bildverarbeitung

Fiir die Analyse digitaler Bilder stellen die auf Gittern definierten Zufallsfelder geeigne-
te mathematische Hilfsmittel dar, um die in den Bildern enthaltenen Phinomene zu mo-
dellieren. Die Messungen der Grauwerte der Bildelemente eines digitalen Bildes lassen
sich beispielsweise als ein Zufallsfeld auf einem Gitter einfilhren. Auch die unbekannten
Grauwerte, die zur Rekonstruktion eines digitalen Bildes aus den Messungen eingefiihrt
werden, reprisentieren ein Zufallsfeld. Die Zugehdrigkeit von Bildelementen zu Textu-
ren ist ein weiteres Beispiel fiir ein Zufallsfeld auf einem Gitter. Liegen die Messungen
der Grauwerte eines digitalen Bildes nicht nur in einem Spektralband des Lichtes vor,
sondern in mehreren Spektralbindern, zum Beispiel im Spektralband des roten, griinen
und blauen Lichts, kbnnen diese Messungen durch ein vektorielles Zufallsfeld mit drei
Komponenten dargestellt werden, wobei das Zufallsfeld wieder fiir ein Gitter definiert
1st.

Die Grauwerte der Bildelemente eines digitalen Bildes besitzen die Eigenschaft, daB sie
im wesentlichen durch die Grauwerte in ihrer unmittelbaren Nachbarschaft beeinflufit
werden. Die Wahrscheinlichkeit eines Grauwertes unter der Bedingung, daB sémtliche
Grauwerte des Bildes gegeben sind, hidngt also nur von den Grauwerten der Bildelemen-
te der Nachbarschaft ab. Auch die Messung des Grauwertes eines Bildelementes oder die
Zugehorigkeit eines Bildelementes zu einer Textur werden durch die Verhiltnisse in den
Bildelementen der Nachbarschaft beeinfluBt. Im allgemeinen besitzen Zufallsfelder der
digitalen Bildverarbeitung die Markoff-Eigenschaft, sie stellen Markoff-Zufallsfelder dar.
Thre Verteilungen lassen sich somit durch Gibbs-Verteilungen ausdriicken, da aufgrund
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von (374.1) Markoff-Zufallsfelder und Nachbarschafts-Gibbs-Felder #quivalent sind.
Eine weitere Moglichkeit, die Verteilungen von Zufallsfeldern mit Markoff-Eigenschaft
auszudriicken, besteht durch die kausalen und nichtkausalen autoregressiven Prozesse,
deren Markoff-Eigenschaft in den Kapiteln 377 und 378 nachgewiesen wird.

Um ein digitales Bild zu restaurieren, um also das bei der Aufnahme verursachte Rau-
schen zu beseitigen oder um Texturen und Muster in einem Bild zu erkennen, miissen
unbekannte Parameter geschétzt werden. Man geht in der Regel so vor, daB die Vertei-
lung der Beobachtungen in Abhiingigkeit von den unbekannten Parametern aufgestellt
wird. Sie ergibt die Likelihoodfunktion, die mit p(y|f) bezeichnet sei, worin y den Vek-
tor der Beobachtungen und B den Vektor der unbekannten Parameter bedeuten. Als
Schiitzwerte fiir die unbekannten Parameter f lassen sich die Werte bestimmen, die fiir
einen gegebenen Vektor y von Beobachtungen maximale Werte der Likelihoodfunktion
liefert. Diese Maximum-Likelihood-Methode, die bereits im Kapitel 354 angewendet
wurde, wird zusammen mit weiteren Schitzverfahren noch einmal im Kapitel 383 behan-
delt.

In der digitalen Bildverarbeitung liegt hdufig Vorinformation iiber die unbekannten Para-
meter vor. Bei der Bildrestaurierung ist beispielsweise zu beachten, daB ein Bild, abgese-
hen von Unstetigkeitsstellen in Form von Kanten, glatt sein sollte, wenn man sich die
dreidimensionale Darstellung seiner Grauwerte durch eine Fliche verbunden denkt. Bei
der Mustererkennung weill man, daB Texturen nicht nur aus wenigen Bildelementen be-
stehen, sondern sich iiber groBere Flichen erstrecken. Aufgrund der Markoff-Eigenschaf-
ten der Zufallsfelder 146t sich diese Vorinformation durch Verteilungen ausdriicken, so
daB die Bayes-Statistik angewendet werden kann. In diesem Zusammenhang wird die
Verteilung der Vorinformation als Priori-Verteilung bezeichnet, die durch Multiplikation
mit der Likelihoodfunktion auf die Posteriori-Verteilung fiihrt, die zur Parameterschiit-
zung genutzt wird. Hierauf wird im Kapitel 383 eingegangen.

Aufgaben der digitalen Bildverarbeitung, die hiufig gelost werden miissen, sind die Bild-
restaurierung, die Kantenextraktion und die Texturerkennung. Fiir diese drei Probleme
sollen im folgenden die Likelihoodfunktionen und die Priori-Verteilungen angegeben
werden.

a) Bildrestaurierung

Bei der Bildrestaurierung liegen als Messungen die Grauwerte der Bildelemente einer
digitalen Aufnahme vor. Sie ist durch Rauschen verfilscht, so daB aus den Messungen
die Grauwerte des Bildes zu rekonstruieren sind, die sich bei einem Aufnahmevorgang
ohne Rauschen ergeben wiirden. Das entsprechend (376.1) definierte Zufallsfeld
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Y(m,n) = Y(t;) mit t; = [m,n]"’
und me{0,1,...,M}, ne{0,1,...,N}, le{0,1,...,(M+1)(N+1)-1} (379.1)

repriisentiere den MeBprozeB der Grauwerte. Die Messung yp, des Grauwertes eines
Bildelementes (m,n) ergibt mit Y(m,n) = y,, einen Wert der Zufallsvariablen Y(m,n)
und wird mit y = (yg,) im Vektor y der Messungen aufgefiihrt. Mit B(m,n) sei entspre-
chend (379.1) das Zufallsfeld der unbekannten Grauwerte des unverrauschten Bildes de-
finiert, das als Markoff-Zufallsfeld angenommen wird. Eine Realisierung von B(m,n) sei
mit

B(m,n) = Bn, und B = (Bnn) (379.2)
im Vektor B der unbekannten Parameter enthalten.

Sowohl das Zufallsfeld Y(m,n) als auch B(m,n) werden zunichst als skalarwertige Zu-
fallsfelder eingefiihrt. Spiter wird angenommen, daB Messungen von Grauwerten in
mehreren Frequenzbindern vorliegen, so daB die Verallgemeinerung auf vektorielle Zu-
fallsfelder erfolgt.

Mit der nichtlinearen Funktion f(f) mit f(f) = (fq.,(B)) sei der Abbildungsvorgang
bezeichnet. Er wird hiufig durch die lineare Punktspreizungsfunktion beschrieben (Bates -
und McDonnell 1989, S.7), so daB sich die Messungen yp, als zweidimensionale Faltung
(235.10) der unbekannten Grauwerte f, mit der Punktspreizungsfunktion ergeben, die in
(235.10) der Impulsantwort entspricht. Bei einer Punktspreizungsfunktion von endlicher
Linge 148t sich die Faltung auch als Matrizenprodukt darstelien, und man erhilt f(f) =
Xp. Hiermit folgt fiir die Beziehung zwischen den Beobachtungen y und den unbekann-
ten Parametern f das lineare Modell in der Bayes-Darstellung (Koch 1990, S.157)

E(y|B) = XB und D(y) = E, (379.3)
in der I die Matrix der Autokovarianzen des Beobachtungsvektors y bezeichnet.

Reprisentiert das Zufallsfeld Y(m,n) der Messungen ein mit (371.2) definiertes GauB-
Zufallsfeld, ergibt sich aus (379.3) unmittelbar die Likelihoodfunktion, also die Dichte
p(y|B) der Beobachtungen als Funktion der unbekannten Parameter

p(y|B) « eXp[-%(y-Xﬂ) 2 (y-XP)] . (379.4)

Wie bereits im Zusammenhang mit (375.7) gezeigt wurde, liegt hiermit die Dichte einer
Gibbs-Verteilung vor. Das Zufallsfeld Y(m,n) der Messungen ist daher auch ein Mar-
koff-Zufallsfeld.

Im folgenden wird zur Vereinfachung

X=1 und Z = diag(0go2,010% - - -»0m0%» 00125 - - - »OMN) (379.5)
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gesetzt, so daB mit r = (m,n) und re(, wobei Q die in (376.18) definierte Menge der Git-
terpunkte bedeutet, anstelle von (379.4) die Likelihoodfunktion folgt
P(y|B) = expl- I (y,-Br)?/20,%] . (379.6)
red
Die bedingte Dichte p(y,|dy,,B) der Messung y,, die der bedingten Dichte (374.3) ent-
spricht, ergibt sich dann zu

p(y¢|9y.B) = exp[-(y;-B;)%/20,%] . (379.7)

Wie bereits zu Beginn dieses Kapitels erwiihnt, liegt bei der Bildrestaurierung fiir die un-
bekannten Parameter B, aus (379.2) die Vorinformation vor, daB das restaurierte Bild,
von Kanten abgesehen, glatt sein sollte. Diese Vorinformation liBt sich bequem einbrin-
gen, da das Zufallsfeld B(m,n) fiir die unbekannten Grauwerte nach Voraussetzung ein
Markoff-Zufallsfeld und wegen (374.1) auch ein Nachbarschafts-Gibbs-Feld ist. In der
bedingten Dichte (374.3) der Gibbs-Verteilung lassen sich daher die Potentiale Uc(J)
der Cliquen derart einfiihren, daB8 fiir rauhe Bilder hohe Energien und damit geringe
Dichtewerte folgen. Fiir die durch (376.18) definierte Nachbarschaft N, mit seN; des
Markoff-Zufallsfeldes der Ordnung p wird dies durch die folgende bedingte Dichte im
Gitterpunkt r = (m,n) mit reQ erreicht

p(ﬁrlaﬁr) * exp{'CB EN [(ﬁr'ﬁrﬂ)z"'(ﬁr‘ﬁr-s)z]} . (379.8)
seN,

Je groBer die Grauwertdifferenzen in der Nachbarschaft fiir §, ausfallen, desto kleiner
sind die Dichtewerte der bedingten Verteilung fiir . und desto weniger wahrscheinlich
ist die Rekonstruktion eines rauhen Bildes. Der konstante Faktor cg erméglicht die Ge-
wichtung der Vorinformation. Die gemeinsame Dichte p(ff), das heiBt die Priori-Dichte
fiir B, folgt wie in (376.2) durch Summation iiber simtliche Cliquen des Gitters mit

p(p) = exp[-cp I 1 (ﬁr'ﬁﬂs)zl . (379.9)

red sENp

Anstelle der hier vorgesteliten Dichten (379.8) und (379.9) lassen sich die Potentiale der
Cliquen auch derart definieren, daB bei umgekehrten Vorzeichen die Quadrate der Grau-
wertdifferenzen im Nenner stehen (Geman et al. 1987). Der Vorteil von (379.8) und
(379.9) liegt darin begriindet, daB es sich um Normalverteilungen handelt (Busch und
Koch 1990), da sie Spezialfiille von (376.22) und (376.24) bilden.

Der Maximalwert der Dichte (379.8) ergibt sich fiir identische Grauwerte in der Nach-
barschaft N,. Die Dichte fiir die Vorinformation 148t sich auch derart gewinnen, daB Ma-
ximalwerte der Dichte fiir Grauwerte folgen, die auf einer Geraden liegen (Busch 1992,
S.34).
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Die Priori-Dichte (379.9) fiir die unbekannten Grauwerte bewirkt eine Glittung des re-
staurierten Bildes. Befindet sich aber eine Unstetigkeitsstelle in Form einer Kante im
Bild, ist die Glittung zwischen benachbarten Bildelementen unerwiinscht, falls sie durch
eine Kante getrennt werden. Um die Glittung zu verhindern, muB ein weiteres Zufalls-
feld definiert werden, das die Kanten in einem Bild beschreibt. Am anschaulichsten ist
es, wenn man annimmt, daB Kantenelemente zwischen den Bildelementen angeordnet
sind, wie in Abbildung 379-1 dargestellt ist. Die Kantenelemente werden durch diskrete
Zufallsvariable reprisentiert, die den Wert Null annechmen, wenn kein Kantenelement
vorhanden ist, oder den Wert Eins, falls ein Kantenelement vorliegt.

OlOIO
ololO
ololo

Abb. 379-1: Bild- und Kantenelemente

Es sei G(t) das Zufallsfeld, das die unbekannten Kantenelemente bildet, mit der Reali-

sierung Yk
6(t) = Yant Und ¥ = CHansx) - (379.10)

wobei die Indizes das Kantenelement bezeichnen, das zwischen den benachbarten Bild-
elementen (m,n) und (k,1) liegt. Im Vektor 7 sei eine Realisierung von G(t) zusam-
mengefaBt. G(t) wird als Markoff-Zufallsfeld angenommen.

Bei der Bildrestaurierung kann man davon ausgehen, daB die Likelihoodfunktion durch
das Zufallsfeld der unbekannten Kantenelemente nicht beeinflufit wird. Mit (379.6) er-
hélt man also

p(y|B.7) = p(y|P (379.11)
und mit (379.7)
P(Ye|9y:.B.7) = p(yc|0ye.B) . (379.12)

Eine Priori-Dichte fiir den Vektor § der unbekannten Grauwerte und fiir den Vektor ¥
der unbekannten Kantenelemente muB aber eingefiihrt werden. Mit der Definition
(322.5) der bedingten Dichte p(f|¥) von B unter der Bedingung, daB ¥ gegeben ist, er-
gibt sich die Priori-Dichte p(f8,7) von fund yzu

p(B.7) = p(BIMp(Y) . (379.13)
Die bedingte Dichte p(B|¥) erhilt man durch einfache Modifikation von (379.8), wobei
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zu bedenken ist, daB iiber ein Kantenelement nicht gegliittet werden darf, falls es vorhan-
den ist, wenn also ¥;.p =1 mit r = (m,n) und p = (k, 1) gilt,

p(prlaﬁr:‘)’r;p) e exP{'CDy ZN [(l’Yr;r+s)(ﬁr'ﬁr+s)2+(l'7r;r—s)(ﬁt'ﬁr—s)zl} .
SE
f (379.14)

Hierin bedeutet cpy wieder eine Konstante fiir die Gewichtung. Die gemeinsame beding-
te Dichte p(f| 7) folgt analog zu (379.9) aus

pBlY) « expl-cpyZ I (1-¥rires) (Br-Pras)? . (379.15)
refq] sENp

Um die Priori-Dichte p(y) der Kantenelemente anzugeben, wird fiir das Markoff-Zu-
fallsfeld G(t) der Kantenelemente, das wegen (374.1) auch ein Nachbarschafts-Gibbs-
Feld ist, das Nachbarschaftssystem eingefiihrt, das die drei in Abbildung 379-2 a}, b) und
¢) dargestellten Cliquentypen enthilt, die von Null verschiedene Potentiale erzeugen

| O |

ol
o|O
Ool|O

a) b) c)
Abb. 379-2: Drei Cliquentypen fiir Kantenelemente

(Busch und Koch 1990; Geman und Geman 1984). Jeweils zwei der abgebildeten Cli-
quentypen werden kombiniert, so daB horizontale und vertikale Kantenelemente die in
Abbildung 379-3 a) und b) dargestellten Nachbam besitzen.

Abb. 379-3: Nachbarn a) eines horizontalen und b) eines vertikalen Kantenelementes

Die bedingte Dichte eines Kantenelementes ¥y, erhilt man nach (374.3) zu

P(Yr;pl0Yrip) = exp("cyc% Ue(7) (379.16)
t

o

worin cy eine Konstante und t, den Indexvektor fiir das Kantenelement 7, ,, bezeichnet.
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Durch Summation iiber simtliche Cliquen C folgt dann nach (373.10) die Priori-Dichte
p(7) der Kantenelemente

p(?) = exp(-cy % Uc(?)) - (379.17)

Um die Potentiale Uc(y) der Cliquentypen anzugeben, muB man beriicksichtigen, daB
der Cliquentyp der Abbildung 379-2 c) in den in Abbildung 379-4 angegebenen Zustiin-
den und Rotationen dieser Zustinde auftreten kann. Die Potentiale konnen aufgrund
theoretischer Ansitze vergeben (Silverman et al. 1990) oder mit Hilfe von Objekten be-
stimmt werden, die in den auszuwertenden Bildern zu erwarten sind (Nadabar und Jain
1992). Aber auch rein empirisch lassen sich die Potentiale festlegen, wie es in Tabelle
379-1 fiir die verschiedenen Zustéinde der Cliquentypen der Abbildung 379-2 geschehen
ist (Busch und Koch 1990). Ausgedehntere Nachbarschaften als die in Abbildung 379-3
angegebenen sind bei (Busch 1992, $.29) zu finden.

o o o o o o
o o o o o o
a) b) c)
olo olo olo
o o o olo
d) e) f)

Abb. 379-4: Lage der Kantenelemente a) keine Kante, b) Ende, c) Fortsetzung,
d) Richtungswechsel, e) drei Kanten, f) vier Kanten

Lage der Kantenelemente Potentiale Uc ()
keine Kante 0
Ende 20
Fortsetzung 2
Richtungswechsel 2
drei Kanten 10
vier Kanten 15
parallele Kanten 25

Tabelle 379-1: Potentiale fiir Cliguentypen
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Bislang wurden die Messungen der Grauwerte in nur einem Frequenzband beriicksich-
tigt. Liegen Messungen in mehreren Frequenzbindern vor, sind sowohl fiir die Messun-
gen als auch fiir die unbekannten Grauwerte vektorielle Zufallsfelder zu definieren, de-
ren Anzahl der Komponenten aus der Anzahl der Frequenzbinder folgt, in denen gemes-
sen wurde. Es sei nach (376.28) und (376.29) Yi(m,n) die k-te Komponente des vektori-
ellen Zufallsfeldes der Messungen mit dem Wert yyx , folglich

Ye(m,n) = Yk ity = (Ymox)
fir me{0,1,...,M}, ne{0,1,...,N}, ke{1,2,...,K} . (379.18)

Entsprechend gelte fiir die k-te Komponente des vektoriellen Zufallsfeldes der unbekann-
ten Grauwerte

Bx(m,n) = P mit B = (Bunr) - (379.19)

Nimmt man an, daB die Messungen in den einzelnen Frequenzbindern voneinander un-
abhingig sind, braucht mit r = (m,n) in der Likelihoodfunktion (379.6) nur der Index k
hinzugefiigt zu werden, iiber den dann zu summieren ist. Dies wurde bereits im Zusam-
menhang mit (376.29) festgestelit. Man erhilt

K
p(y|P) = expl- T I (Yex-Brk)?/204°] . (379.20)
reQ k=1

Die bedingte Dichte p(f| y) ergibt sich entsprechend aus (379.15), da vorausgesetzt wer-
den kann, daB} die Grauwerte, die den einzelnen Frequenzbiindern zuzuordnen sind, von-
einander unabhingig sind. Die Kantenelemente konnen in der Regel fiir die Bilder simt-
licher Frequenzbiinder als identisch angesehen werden, da die abgebildeten Objekte iden-
tisch sind. Man erhilt

K
pBIY = expl-cpyZ I I (I-¥r;res) Bric-Brws. ) - (379.21)
refd seNp k=1

b) Kantenextraktion

Besteht die Aufgabe bei der Analyse digitaler Bilder lediglich darin, Kanten zu extrahie-
ren, mufl man beriicksichtigen, daB die gemessenen Grauwerte Informationen iiber die
Kanten enthalten. Die Likelihoodfunktion ist daher als Funktion der unbekannten Kan-
tenelemente zu formulieren, somit p(y| ). Man erreicht dies auf einfache Weise, indem
die gemessenen Grauwerte durch ein Polynom ausgedriickt werden, aus dem durch Bil-
den der ersten und zweiten Ableitung die Steigung und Kriimmung ermittelt werden, die
Hinweise auf Kanten geben (Haralick 1984). Im Kapitel 245 werden daher zur Kanten-
extraktion Ableitungsfilter angegeben. Pafit man den gemessenen Grauwerten y, rechts
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und links eines vertikalen Kantenlementes oder iiber und unter einem horizontalen Kan-
tenelement ein eindimensionales Polynom an, ergibt sich der gemessene Grauwert y(x)
in Abhéingigkeit von der Abszisse x

2+ ox? (379.22)

y(x) = ap + X + 0X
falls man sich auf vier Polynomkoeffizienten beschriinkt. Die Ableitungen folgen mit
dy(x)/dx = @, + 20x + 3e3x>

und
d"’y(x)/dx2 = 20, + 603x .
Eine Kante ist beim Nulldurchgang der zweiten Ableitung zu erwarten, falls die erste
Ableitung von Null verschieden ist. Man erhilt d%y(x)/dx? = 0 an der Stelle
Xo = -a2/(3a3) -
Ein Nulldurchgang im Bereich des Kamenélemenles liegt vor, falls -0,5 < x9 < 0,5 gilt,

wobei x in bezug auf das Kantenelement in Einheiten von Bildelementen geziihlt wird.

Das Kantenelement ¥, ,, wird jetzt als Einer-Clique interpretiert, dem das Potential

-cpy,;p(dy(x)/dx|x=x°)2 fir -0,5<x0<0,5
UM = (379.23)
0 sonst

zugewiesen wird, wobei ¢, eine Konstante bedeutet (Busch 1992, S.38). Das Kantenele-
ment ¥, ., erhilt also, falls es den Wert ¥;.p = | annimmt, ein Potential, das umso klei-
ner ist, je groBer die aus der Polynomanpassung berechnete Steigung ist. Die Likelihood-
funktion p(y|¥) folgt dann als Gibbs-Verteilung nach (373.10) durch Summation iiber
simtliche Einer-Cliquen, also iiber simtliche Kantenelemente

p(y|?) = exv(-g Uc(7) - (379.24)

Bei Messungen in mehreren Frequenzbindern muBl das vektorielle Zufallsfeld (379.18)
eingefiihrt werden.

Stellt man die Kantenlemente als Grauwertstufen dar, ist die entsprechende Likelihood-
funktion bei (Chou und Brown 1990) zu finden.

¢) Texturerkennung

Bei der Texturerkennung sind in einem digitalen Bild mit Hilfe der gemessenen Grau-
werte Muster oder Texturen zu lokalisieren, um das Bild den Texturen entsprechend zu
segmentieren. Neben dem in (379.1) definierten Zufallsfeld Y(m,n) des MeBprozesses
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mit der Realisierung yg, ist dann noch das Zufallsfeld einzufiihren, das die Zugehorig-
keit eines Bildelementes zu einer Textur beschreibt. Entsprechend (376.1) wird definiert

E(m,n) = E(t;) mit t; = [m,n]"’
und me{0,1,...,M},ne{0,1,...,N},1e{0,1,...,(M+1)(N+1)-1} ,(379.25)

so daB E(m,n) das Zufallsfeld der Zugehorigkeit zu einer Textur bezeichnet. Von
E(m,n) wird angenommen, daB es ein Markoff-Zufallsfeld reprisentiert. Ein Wert von
E(m,n) sei mit g,, bezeichnet, und die Werte fiir alle Bildelemente werden im Vektor &
zusammengefalt, also

E(m,n) = &y mit € = (&y,) - (379.26)

Das Zufallsfeld der Zugehorigkeit zu einer Textur wird durch diskrete Zufallsvariable
E(m,n) gebildet, denn bezeichnet T die Anzahl der Texturen eines Bildes, so soll

&n = € mit € €{1,2,...,T) (379.27)

gelten. Die Komponenten &, des Vektors € stellen die unbekannten Parameter der Tex-
turerkennung dar.

Der Beobachtungsvektor y der Grauwerte mit der Realisierung y,, des Zufallsfeldes
Y(m,n) der Messungen sei wie bei der Bildrestaurierung normalverteilt, so da8 Y(m,n)
ein Markoff-Zufalisfeld reprisentiert. Bei der Texturerkennung ist zu beachten, daB der
Erwartungswert der Beobachtung y,, des Grauwertes eines Bildelementes und ihre Vari-
anz von der Textur abhiingen, zu der die Beobachtung gehort. Der Erwartungswert der
Beobachtung wird durch die Beobachtungen in der Nachbarschaft des Bildelementes
mittels unbekannter, fiir die jeweilige Textur giiltiger Parameter dargestellt und die
Varianz fiir jede Textur als konstant angenommen. Als Likelihoodfunktion eignet sich
daher die bedingte Normalverteilung (376.22), die als Spezialfall des Auto-Modells ab-
geleitet wurde. Mit der in (376.18) definierten Menge { der Gitterpunkte und der in
(376.19) eingefithrten Menge N, der Nachbarschaftspunkte fiir das Markoff-Zufallsfeld
der Ordnung p ergibt sich in der iiblichen Darstellung (375.4) die bedingte Normalvertei-
lung der Messung y, im Gitterpunkt r = (m,n) € Q unter der Bedingung, daBl die Mes-
sungen dy, in den Nachbarpunkten fest vorgegeben sind und daB mit £, = £ im Bildele-
ment reQ die Textur € vorliegt,

1

20 2[)’1"‘”6" 2 ﬂs.e()'rﬂ'us"')’r—s'tue)]z} ’ (379~28)
€

ssz

p()'rla)’r’sn:e) < exp{-

worin 02 die unbekannte Varianz der Messung y, beim Vorliegen der Textur €, p das
unbekannte gemeinsame Mittel der Beobachtungen y, fiir die Textur € und f; . die un-
bekannten Parameter der Textur £ angeben. Um die gemeinsame Verteilung der Messun-
gen y, anzugeben, muB jeweils iiber die Einer- und Zweier-Cliquen der Bildelemente
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summiert werden, die zu einer Textur gehdren. Nimmt man an, daBl die Menge der Bild-
punkte, die zur Textur £ gehdren, bekannt ist und bezeichnet man diese Menge mit Qg,
kann die gemeinsame Verteilung der Beobachtungen y, fiir die Bildelemente, die zur
Menge Q. gehoren, in der Form (376.25) ausgedriickt werden. Die gemeinsame Vertei-
lung des gesamten Beobachtungsvektors y bei gegebenem Vektor € der Texturzugehdrig-
keit ergibt sich dann als Summe iiber die T Texturen £ zu

T
p(y|€) = exp{- X L (ye-1e) 'Be(ye-1ite)} (379.29)

e=1 20¢°

mit 1 =[1,1,...,1]"'. Die Matrix B enthilt die unbekannten Parameter fB; ¢.

In (379.28) wird der Erwartungswert der Beobachtung des Grauwerts eines Bildelemen-
tes fiir jede Textur durch die Beobachtungen in der Nachbarschaft des Bildelementes un-
ter Einschaltung unbekannter Parameter ausgedriickt. Zur Darstellung des Zufallsfeldes
Y(m,n) der Messungen eignen sich daher auch zweidimensionale autoregressive Prozes-
se, bei denen die Zufallsvariablen des Prozesses in einem Punkt durch die Zufallsvaria-
blen der Nachbarschaft multipliziert mit unbekannten Parametern erhalten werden.
Wiinscht man, daBl der autoregressive ProzeB die Markoff-Eigenschaft besitzt, kann der
in Kapitel 377 behandelte kausale autoregressive Prozel gewiihlt werden, dessen Nach-
barschaft des Bildelementes (m,n) sich jedoch auf die Bildelemente (i,j) mit i < m
und j < n sowie (i,j)#(m,n) beschriinkt. Giinstiger ist die Nachbarschaft eines nicht-
kausalen autoregressiven Prozesses gestaltet, die ein Bildelement symmetrisch ein-
schlieBt. Wihlt man einen nichtkausalen zweidimensionalen autoregressiven ProzeB mit
Markoff-Eigenschaft zur Darstellung des Zufallsfeldes Y(m,n) der Messungen, ergibt
sich (379.28) als bedingte Dichte einer Messung und (379.29) als Dichte simtlicher Mes-
sungen. Dies folgt aus (378.33) und (378.51). Das GauB-Zufallsfeld als Spezialfall des
Auto-Modells und das Zufallsfeld des nichtkausalen autoregressiven Prozesses mit Mar-
koff-Eigenschaft besitzen also identische bedingte und gemeinsame Verteilungen, so daf
(379.28) und (379.29) fiir beide Zufallsfelder giiltig sind. Wegen dieser giinstigen Eigen-
schaften brauchen Verteilungen fiir autoregressive Prozesse im folgenden nicht mehr be-
trachtet zu werden.

Anwendungen der Normalverteilungen (379.28) und (379.29), die als Spezialfille des
Auto-Modells interpretiert werden, fiir die Texturerkennung und die Segmentierung digi-
taler Bilder befinden sich in (Cohen und Cooper 1987; Manjunath und Chellappa 1991;
Manjunath et al. 1990). Anwendungen von (379.29), abgeleitet als Verteilung des nicht-
kausalen autoregressiven Prozesses mit Markoff-Eigenschaft sind bei (Chellappa und
Chatterjee 1985; Cohen und Fan 1992; Cohen et al. 1991 a,b) gegeben. Der kausale au-
toregressive ProzeB wird fiir die Bildsegmentierung bei (Bouman und Liu 1991) ange-



310

wendet, wihrend bei (Mao und Jain 1992) der nichtkausale autoregressive Prozefl mit
weiBem Rauschen benutzt wird.

Beispiel 1: Es sollen die Beobachtungen der Grauwerte einer Textur generiert werden,
die fiir T = 1 die gemeinsame Verteilung (379.29) besitzen. Fiir die Ordnung p des Mar-
koff-Zufallsfeldes wird p = 7 gewiihlt, so daB sich aus (376.19) die Nachbarschaft

N7 = {s1.82,...,522}
ergibt. Folgende Parameter B ¢ in (379.28) bestimmen die Textur €, wobei der Index &
fortgelassen und der Index s wie in (376.19) ausgedriickt wird,
Bi.o =Bo,1 =009, Py =ph,=0,08,
Bao =Po2=B1,2=P.2=Pr-1=P21=Pr2 =Pz
Bs,0 = Po,3 = -0,07,
Bi.-3=PBi3=PB,3=Pr3=Ps2=P2=Ps-1=P31=-006 .

0,06 ,

Mit diesen Parametern und g = 0 sowie 0z = 1 wird nun in jedem Bildelement eines
Bildes mit 128 x 128 Elementen eine Zufallszahl mit der Normalverteilung (379.28) er-
zeugt, wobei als Startwerte fiir simtliche Bildelemente der Wert Null angenommen wird
und die Reihenfolge, in der die Bildelemente durchlaufen werden, zufillig ist, was mit-
tels Gleichverteilung erreicht wird. Mit den so gewonnenen Zufallszahlen wird emeut fiir
jedes Bildelement ein Zufallswert mit der Normalverteilung (379.28) erzeugt, wobei die
Reihenfolge, in der die Bildelemente durchlaufen werden, wieder zufillig ist. Ein solcher
Durchlauf bildet einen Iterationsschritt des sogenannten "Gibbs sampler" (Geman und
Geman 1984), auf den im Kapitel 383 ausfiihrlicher eingegangen wird. Iteriert man ge-
niigend hiufig, besitzen die generierten Beobachtungen der Grauwerte die aus der be-
dingten Dichte (379.28) folgende gemeinsame Verteilung (379.29). Hier werden insge-
samt vierzigmal in simtlichen Bildelementen normalverteilte Zufallszahlen erzeugt, wo-
bei darauf geachtet wurde, daBl die Parameter B . so gewihlt waren, daB die Quadrat-
summe der Erwartungswerte der generierten Zufallszahlen nicht unbeschrinkt anwiichst,
sondern sich auf einem gewissen Niveau einpendelt. Das Ergebnis der Texturgenerierung
zeigt die Abbildung 379-5, in der die generierten Beobachtungen durch Grauwerte darge-
stellt sind. Deutlich zeigen sich Ringstrukturen, die aufgrund der gewihlten Parameter zu
erwarten sind. A

Moglicherweise kdnnen die Abbilder einer Textur in verschiedenen MaBstiben und un-
terschiedlichen Orientierungen in einem digitalen Bild erscheinen. Greift man eines der
Abbilder heraus, in dem die Grauwerte durch die Indizes m und n des Gitters in (376.1)
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Abb. 379-5: Texturgenerierung

gekennzeichnet sind, und definiert man fiir diese Abbildung die Parameter 5 ¢ der Tex-
tur, dann miissen die Indizes m und n der Grauwerte in den MaBstab und die Orientie-
rung der iibrigen Abbildungen transformiert werden. Mit der Drehmatrix R (Koch 1987,
S.50) und der Matrix M fiir den Mafstab

cos@ sinf

und M= I, (379.30)
-sin@ cosf
worin 6 den Drehwinkel im Gegenuhrzeigersinn und f den MaBstabsfaktor bedeuten, er-
geben sich die ganzzahligen Indizes k und 1 im transformierten System aus

k] _ m
0 =MR nl - (379.31)
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In (379.28) ist dann mit r = (m,n) und p = (k,1)
Yr = Yp (379.32)

zu setzen, um die bedingte Verteilung der Messungen y der Grauwerte einer Textur zu
erhalten, deren Abbilder in unterschiedlichen Mafstéiben und Orientierungen auftreten.
Rotationen und MaBstabsinderungen fiir nichtkausale autoregressive Prozesse mit Mar-
koff-Eigenschaft behandeln Cohen et al. (1991 b).

Eine weitere Mdglichkeit, die Verteilung der gemessenen Grauwerte y, in Abhingigkeit
von der Zugehorigkeit £, zu der Textur € anzugeben, besteht mit dem autobinomialen
Modell. Bezeichnet 1 die Anzahl der Grauwerte, die ein Bildelement re annehmen
kann, ergibt sich aus (375.12) die bedingte Dichte der Messung y, des Grauwertes im
Bildelement r unter der Bedingung, daB die Messungen dy, in den Nachbarpunkten fest
vorgegeben sind und daB mit €, = ¢ die Textur € vorliegt,

P(Yr|dyr.Er=€) = ()l,r)p(ayr)y'(l-p(ay,))"”r . (379.33)

Die Wahrscheinlichkeit p(dy,) ist abhéingig von den Grauwerten der Nachbarschaft und
von der Textur, zu der die Grauwerte gehren. Man erhilt anstelle von (375.13) entspre-
chend (376.21)

p(dy,) = expQ/(l+expQ) (379.34)
mit

Q=0+ I Bs e(Yresty¥rs) »
seNp

worin ¢ und fs ¢ die unbekannten Parameter der Textur € bedeuten. Die GréBe und
Hiufigkeit der Texturen steuern den Parameter @g. Der Parameter f; o, ¢ wird nach
(376.19) durch die Grauwerte iiber und unter dem Bildelement r kontrolliert, wihrend
Bo.1,e von den Grauwerten rechts und links von r beeinfluflt wird. Fiir die iibrigen Para-
meter fB; ¢ gilt Entsprechendes.

Die Likelihoodfunktion, die gemeinsame Verteilung des Beobachtungsvektors y bei ge-
gebenem Vektor € der Texturzugehdrigkeit, erhiilt man durch Summation jeweils iiber
die Cliquen, die einer Textur angehoren, und anschlieBender Summation iiber simtliche
Texturen. Durch Modifikation von (375.15) entsprechend (376.19) und (379.34) erhiilt
man

p(y|€e) « exp(- Z [ y(oe+I B, eyr+s)+}: ln( )]} , (379.35)
e=1 reflg seNp reflg

wobei die Auswirkungen unregelmiBig geformter Gebiete fiir die Mengen Q¢ auf die
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Summation nicht beriicksichtigt werden, so daB8 darauf zu achten ist, daB iiber simtliche
Zweier-Cliquen summiert wird. Die Autobinomial-Verteilung fiir die Texturmodellierung
ist bei (Cross und Jain 1983) angegeben. Eine Erweiterung zur Beseitigung der Abhiin-
gigkeit vom Histogramm des digitalen Bildes befindet sich bei (Acuna 1992).

Wie bereits zu Beginn des Kapitels erwihnt, beruht die Vorinformation bei der Texturer-
kennung darauf, daB Texturen nicht nur wenige Bildelemente umfassen, sondern sich
iiber groBere Bereiche des digitalen Bildes erstrecken. Diese Information lidBt sich als
Priori-Verteilung fiir den Vektor € der unbekannten Parameter fiir die Texturzugehorig-
keit einbringen, die aufgrund der Markoff-Eigenschaft des Zufallsfeldes (379.25) der
Texturzugehorigkeit als Gibbs-Verteilung definiert wird. Als bedingte Dichte fiir £, mit
ref wird das Auto-Modell gewihlt, und zwar in einer Form, die etwas allgemeiner ist
als (376.21),

p(e,|3€,) « exp{-[ag+ EN ps(l(et'€t+s)+l(£ra£r—s))]} (379.36)
SE P

mit der Indikatorfunktion

1 falls €, # g
I(g.89) =

0 sonst .

Durch die Indikatorfunktion wird festgestelit, ob die Bildelemente in den Zweier-Cliquen
der Nachbarschaft N, des Bildelementes r zu unterschiedlichen Texturen gehoren. Die
Parameter f; steuern mit f; > 0 die Zugehorigkeit zu derselben Textur, denn mit groBen
Werten von B, werden Cliquen aus unterschiedlichen Texturen hohe Energien und damit
kleine Dichtewerte zugeordnet. Uber die Parameter f, lassen sich auch die Richtungen
der Zugehorigkeit zu Texturen beeinflussen. Fiir eine mit (376.19) definierte Achter-
Nachbarschaft sind beispielsweise kleine Werte fiir B, ¢ und By zu wihlen, wenn die
Texturen in Blocken mit iiberwiegend vertikalen und horizontalen Rindern angeordnet
sind. Die Parameter o mit € €{1,2,...,T} kontrollieren die Anzahl der Bildelemente,
die den einzelnen Texturen zuzuordnen sind. Mit a; > O bewirken groBe Werte fiir o,
daB wenige Bildelemente zur Textur € gehdren werden.

Die gemeinsame Verteilung der €,, also die Priori-Dichte fiir den Vektor €, folgt mit
(373.10) entsprechend (376.20) aus

p(e) = exp{- X [+ L Bsl(&r,Eres)]) - (379.37)
reql s€Np

Die bedingte Dichte (379.36) fiir a; = 0 und fiir eine Achter-Nachbarschaft wurde bei

(Koch 1991) dazu benutzt, Texturen zu generieren. Dieselbe Verteilung fand mit By o =

Po.1 und B _; = By bei (Bouman und Liu 1991) als Priori-Verteilung fiir die Texturer-
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kennung Verwendung. Ahnliche Ansitze befinden sich bei (Geman und Geman 1984;
Mester 1989, S.43; Therrien et al. 1986) und mit Beriicksichtigung von Dreier-Cliquen
bei (Derin und Cole 1986; Derin und Elliott 1987; Lakshmanan und Derin 1989). Die
Dichte (379.37) fiir eine Achter-Nachbarschaft mit einer Indikatorfunktion, die die Iden-
titdt der Texturen ziihlt, wird bei (Zhao et al. 1992) fiir Grauwerte formuliert und zur
Bildrestaurierung angewendet.

Beispiel 2: Ein Zufallsfeld der Zugehtrigkeit zu Texturen, das die Dichte (379.37) be-
sitzt, wird durch den bereits im Beispiel 1 benutzten "Gibbs sampler” generiert. Mit p=2
in (376.19) wird die Achter-Nachbarschaft

Ny = {s1,82,83,54)

gewiihlt. Es seien vier Texturen gegeben, so daB T = 4 in (379.27) gilt. Die Anordnung
dieser vier Texturen sei durch die Parameter

0y =0,00, o =0,01 , o
Bio =04, Py =02, PB

0,03 Y (14 = 0,04 ’
1,4 N ﬁl.l = 1,2

in (379.36) bestimmt. Generiert wird fiir ein Bild mit 128 x 128 Bildelementen.

Zunichst ordnet man zufillig mittels Gleichverteilung jedem Bildelement eine der vier
Texturen zu. AnschlieBend wird fiir jedes Bildelement eine nach (379.36) verteilte Zu-
fallszahl erzeugt, wobei die Reihenfolge, in der die Bildelemente durchlaufen werden,
wieder zufillig ist, was durch eine Gleichverteilung erreicht wird. Die nach (379.36) ver-
teilten Zufallszahlen werden durch die inverse Transformation aus einer Gleichverteilung
generiert (Rubinstein 1981, S.39; Ripley 1987, S.71). Insgesamt werden sechzigmal die
Zufallszahlen in den 128 x 128 Bildelementen erzeugt, dann hat sich der Exponent in
(379.36), der nach (373.4) die Energie der Gibbs-Verteilung angibt, auf einem gewissen
Niveau stabilisiert, und die generierten Zugehorigkeiten zu den vier Texturen besitzen
die Dichte (379.37).

Das Ergebnis der Generierung zeigt Abbildung 379-6, in der die vier Texturen in abge-
stuften Grautinen dargestellt sind, wobei die Textur 1 weil und die Textur 4 schwarz ist.
Deutlich ist zu erkennen, daB die einzelnen Texturen sich in gréBeren Bereichen ange-
ordnet haben. Wegen o) < @; < o3 < a4 iiberwiegt der Anteil der wei§ gefirbten Textur 1
im Bild, wihrend die schwarz gefirbte Textur 4 am schwiichsten vertreten ist. Mit o | =
0,2 im Vergleich zu f, _; = 1,4 und f; | = 1,2 herrscht die Anordnung der Texturen in
horizontaler Richtung vor. Wegen f; o = 0,4 ist die senkrechte Ausrichtung der Textu-
ren ebenfalls ausgeprigt. Da beide Parameter gleichzeitig wirken, treten auch eine Reihe
von diagonal ausgerichteten Grenzen zwischen den Texturen auf. A
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Abb. 379-6: Generierung einer Anordnung von vier Texturen
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38 Schitzungen fiir zweidimensionale Zufallsfelder
381 Schitzungen von Momentfunktionen

Im folgenden sollen Schitzungen der Momentfunktionen und der Spektren nur von dis-
kreten Zufallsfeldern betrachtet werden, da bei praktischen Anwendungen in der Regel
diese Zufallsfelder vorliegen. Die Schiitzungen fiir die zweidimensionalen Zufallsfelder
werden durch Verallgemeinerung der fiir eindimensionale Prozesse abgeleiteten Ergeb-
nisse gewonnen.

Das zweidimensionale diskrete Zufallsfeld X(m,n) sei auf einem regelmiBigen Gitter mit
X(m,n) fiir me{-M,-M+l,...,M} und ne{-N,-N+1,...,N} (381.1)

gegeben, worin im Vergleich zu (376.1) eine Nullpunktverschiebung vorgenommen
wird, um die Analogie zur Zihlung der diskreten Prozesse zu gewinnen. Es wird ein ho-
mogenes Zufallsfeld X(m,n) vorausgesetzt, das beziiglich seines nach (362.4) konstanten
Erwartungswertes ergodisch sei. Der zur Bildung des Erwartungswertes notwendige Mit-
telwert iiber das Ensemble IiBt sich dann durch das Mittel tiber eine Realisierung von
X(m,n) ersetzen. Die Schitzung ft des Erwartungswertes  folgt daher (332.2) entspre-
chend wie bei eindimensionalen Prozessen mit
A 1 M N
s ——— I X(m,n) . (381.2)
(2M+1) (2N+1) m=-M n=-N
Die Autckovarianzfunktion eines homogenen Zufallfeldes ist nach (362.5) nur von einem
Vektor abhiingig, der im Falle von ebenen Zufallsfeldern zwei Komponenten besitzt. Die
Autokovarianzfunktion eines diskreten zweidimensionalen Zufallsfeldes wird daher mit
C(k,1) bezeichnet. Setzt man wieder Ergodizitit beziiglich der Autokovarianzfunktion
voraus, 1iBt sich die Schitzung von C(k,1) aus einer Realisierung von X(m,n) bestim-
men. In Analogie zur nicht erwartungstreuen Schitzung (333.13) fiir eindimensionale
Prozesse folgt die nicht erwartungstreue Schitzung T(k,1) der Autokovarianzfunktion
C(k,1) von X(m,n) mit E(X(m,n)) =0 aus

1 M-k N-1 1 M-k
Ck,1) = ———M Y X(mk,n+1)X(m,n) = T Cou(l)
(2M+1) (2N+1) m=-M n=-N (2M+1) m=-M

(381.3)
fir ke{0,1,...,2M}, 1e{0,1,...,2N} mit
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N-1
1 % X(mek,n+1)X(m,n) . (381.4)
(2N+1) n=-N

ka(l) =

Fiir feste Werte m und k entspricht (381.4) der nicht erwartungstreuen Schitzung
(333.13), so daB Tpyi (1) = Crui(-1) gilt und weiter mit (362.6)

C(k,1) = C(k,-1) = T(-k,1) = C(-k,-1) (381.5)
folgt.

Ist das zweidimensionale diskrete Zufallsfeld X(m,n) nicht nur homogen, sondem auch
isotrop, gilt nach (362.7) fiir die Autokovarianzfunktion
C(k,1) = C(p) mit p = (kA1%)!2 . (381.6)

Wird fiir die Schitzung der Autokovarianzfunktion wieder Ergodizitit vorausgesetzt, ist
iiber alle Wertepaare X(m,n) und X(g,r) zu summieren, die den Abstand p besitzen. Da
das Zufallsfeld auf einem Gitter definiert ist, kann diese Bedingung nicht exakt, sondern
nur niherungsweise erfiillt werden.

382 Schitzungen des Spektrums

Mit der Fourier-Transformation der nicht erwartungstreuen Schitzung C(k,1) aus
(381.3) bis (381.5) der Autokovarianzfunktion erhdlt man mit (363.8) entsprechend
(341.7) das zweidimensionale Periodogramm $(2,,9,) zu

2M 2N .
5(2,,9;) = ):2M lz 2NC(k,l)e"“‘“‘*“’2’ (382.1)
k=- = .

mil

Q= 2 fir me{-2M,-2M+1,...,2M)
4M+1

und

0, = 2% fiir ne(-2N,-2N+1,...,2N)
4N+1

aus (342.23).

Fiir ein homogenes und isotropes zweidimensionales Zufallsfeld erhéilt man mit der
Schiitzung von C(p) unter Beriicksichtigung von (381.6) ein eindimensionales Periodo-
gramm aus (341.7), so daB sich dieser Fall nicht von den Schitzungen fiir die eindimen-
sionalen Prozesse unterscheidet.

Das Periodogramm S(Q,,0;) aus (382.1) stellt keine geeignete Schitzung des Spektrums
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S(92;,0,) eines homogenen zweidimensionalen diskreten Zufallsfeldes X(m,n) dar. Der
Grund liegt in der groBen Varianz fiir §(Q,,0,), die dadurch verursacht wird, da in
(382.1) iiber simtliche Schitzungen C(k,1) der Autokovarianzfunktion zu addieren ist,
so daB sich auch die Varianzen der Schiitzungen addieren, falls Unabhingigkeit der
Schitzungen vorausgesetzt wird (Koch 1987, S.118). Wie im Kapitel 342 fiir eindimen-
sionale Prozesse ausfiihrlich diskutiert wird, ist das Periodogramm zu gliitten, um seine
Varianz zu reduzieren.

Eine einfache Methode, eine geglittete Schitzung zu erhalten, besteht darin, das Gitter
der Gréfle (2M+1)(2N+1), auf dem nach (381.1) das homogene Zufallsfeld X(m,n) defi-
niert ist, in kleinere Rechtecke zu zerlegen, in denen die Periodogramme geschiitzt wer-
den. Sind diese Schitzungen voneinander unabhingig, ergibt sich wie in (342.27) fiir
einen eindimensionalen ProzeB die geglittete Schiitzung aus dem Mittel simticher Peri-
odogramme. Dieses Verfahren setzt voraus, dafl fiir die Autokovarianzfunktion C(k,1)
entsprechend (342.24) gilt

C(k,1) =0 fir k >2Q undloder | > 2R mit Q<<M,R<<N . (382.2)

Das Gitter der GroBe (2M+1)(2N+1) wird in P Rechtecke der GroBle (4Q+1) (4R+1) auf-
geteilt, also

(2M+1) (2N+1) = P(4Q+1) (4R+1) . (382.3)

In diesen P Rechtecken wird nun jeweils nach (382.1) das Periodogramm $¢)(Q,,,)
des Rechteckes i mit T (k, 1) aus (381.3) bis (381.5) berechnet

. 2. 2R . -
50,0 = T % Tk, eI e ey 2, Py, (382.4)
k=-2Q 1=-2R
falls in jedem Rechteck die Werte von X(m,n) jeweils von -2Q bis 2Q und von -2R bis
2R geziihlt werden. Die geglittete Schitzung S,(Q;,02,) des Spektrums ergibt sich dann
durch Mittelung iiber die P Periodogramme

P
Sw(1,2;) =1's Z8(0(,,9,) (382.5)
i=1
mit
0 = 2™ i me(-2M,-2M41,....2M)
4M+1
und
0, = 2 fir ne{-2N,-2N+1,...,2N} .
4N+1

Dieser gegliitteten Schiitzung entspricht wie bei den eindimensionalen Prozessen eine
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Gewichtung der Schitzung C(k,1) der Autokovarianzfunktion durch die zweidimensio-
nale Fensterfunktion w(k,1), so wie nach (342.13) die geglitiete Schitzung 5,(2,,2,)
des Spektrums S(2;,Q;) erhalten wird,
2M 2N .
§.,(0.0,) = 3 L C(k,Dw(k,1)e k102 (382.6)
k=-24 1=-2N
Um hieraus eine (382.5) entsprechende Schitzung zu erhalten, ist aufgrund von (342.28)
die Fensterfunktion w(k,1) aus dem Dreieckfenster (342.19) zu entwickeln. Setzt man
nach (246.27)

w(k,1) = w(k)w(l)
fir ke{-2K,-2K+1,...,2K}, le{-2L,-2L+1,...,2L} , (382.7)

wobei w(k) und w(1) eindimensionale Fensterfunktionen bedeuten, ergibt sich eine
rechteckige Fensterfunktion. Wiinscht man eine rotationssymmetrische Fensterfunktion,
kann man nach (246.28)

wk,1) = w((k%1%)1?) (382.8)
setzen, wobei w( (k2+1 2) u 2) wieder eine eindimensionale Fensterfunktion bezeichnet.

Anstatt die geglittete Schiitzung S,(Q,,2;) nach (382.6) durch die Gewichtung der
Schitzung C(k,1) der Autokovarianzfunktion zu berechnen, kann S,(2;,2,) auch ent-
sprechend (342.23) durch die diskrete Faltung des Periodogramms mit dem zweidimen-
sionalen Spektralfenster erhalten werden. Es ergibt sich
1 2M 2N
$u(01,07) = ———— I I S(A,A)W(Q-1,,2;-4y) (382.9)
(4M+1) (4N+1) m=-2M n=-2N
mit dem Spektralfenster
2M 2N .
W-An0pdg) = I 3wk, el K@@
k=-2M 1=-2N

aus (246.20) und mit

Q=227 2 =T fir opme{-2M,-2M+1,...,2M)
aM+1 M1

0, =29% 2, = 2% i oqne{-2N,-2N+1,... 2N} .
4N+1 4N+1
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383 Parameterschitzungen fiir Markoff-Zufallsfelder der digi-
talen Bildverarbeitung

Die Methode der kleinsten Quadrate, die Maximum-Likelihood-Methode und die beste
Schiitzung zur Bestimmung unbekannter Parameter wurde in den vorangegangenen Kapi-
teln bereits mehrfach angewendet. Fiir die Parameterschiitzung bei Markoff-Zufallsfel-
dern in der digitalen Bildverarbeitung bendtigt man auBlerdem die Bayes-Schitzung, da
bei der Bildanalyse Vorinformationen vorhanden sind, die fiir die Schitzung beriicksich-
tigt werden sollten, worauf bereits im Kapitel 379 hingewiesen wurde. Die Bayes-Schiit-
zung wird daher im folgenden kurz vorgestellt.

Die Likelihoodfunktion, das heiit die Wahrscheinlichkeitsdichte der Beobachtungen als
Funktion der unbekannten Parameter, sei mit p(y|f) bezeichnet, wobei y den Vektor der
Beobachtungen und f den Vektor der unbekannten Parameter bedeutet. Die Priori-Dichte
des Vektors B der unbekannten Parameter sei p(f), dann ergibt sich die Posteriori-Dich-
te p(B|y) fiir B unter der Bedingung, daB der Beobachtungsvektor y vorliegt, aus dem
Bayes-Theorem zu (Koch 1990, S.4)

p(Bly) = p(P)p(y|P) . (383.1)

Fiihrt man in das Bayes-Theorem die Normierungskonstante c ein, erhélt man

p(Bly) = % p(B)p(y|B) (383.2)
mit
c =p(y) = [p(Bp(y|BdB .

wobei iiber den Parameterraum, den B aufspannt, zu integrieren ist. Mit Hilfe der Posteri-
ori-Dichte p(B|y) lassen sich fiir die unbekannten Parameter § Konfidenzregionen oder
Hypothesentests durchfiihren. Fithrt man die quadratische Verlustfunktion ein, erhiilt man
als Bayes-Schitzung ﬁvon B den Erwartungswert (Koch 1990, S.34)

B = /B p(Bly)dB , (383.3)

wobei wieder iiber den Parameterraum von f zu integrieren ist. Fiir die numerische L&-
sung eignet sich die Monte-Carlo-Integration (Koch 1990, S.54).

Man kann aber auch den Vektor f der unbekannten Parameter durch B derart schitzen,
daB

B= supg P(BlY) (383.4)
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gilt. Dies ist die Maximum-Posteriori-Schitzung, auch MAP-Schéitzung genannt (Koch
1990, S.36). Diese Schiitzung eignet sich fiir die Klassifizierung, bei der die unbekannten
Parameter mit den in (379.25) definierten Zugehbrigkeiten zu Texturen identifiziert wer-
den. Weist man nidmlich Fehlklassifikationen identische Verluste und korrekten Klassifi-
kationen keine Verluste zu, ergibt sich als Klassifizierungsregel die MAP-Schitzung der
unbekannten Zugehorigkeit zu einer Textur (Koch 1990, S.136).

Ersetzt man im Bayes-Theorem (383.1) die Priori-Dichte p(f8) durch eine konstante, un-
eigentliche Dichte (Koch 1990, S.9), ergibt sich anstelle der MAP-Schiitzung (383.4) die
Maximum-Likelihood-Methode (Koch 1987, S.188)

B-= supg P(YIB) (383.5)

mit der die Schitzwerte P derart bestimmt werden, daB sie fiir einen vorliegenden Vektor
y von Beobachtungen maximale Werte fiir die Likelihoodfunktion p(y|f) liefern. Die
Maximum-Likelihood-Methode fiihrt in einem linearen Modell bei normalverteilten
Beobachtungen auf Schitzwerte, die mit denen der Methode der kleinsten Quadrate und
der besten Schitzung identisch sind (Koch 1987, S.188).

Beispiel 1 (Bildrestaurierung): Als Beispiel fiir eine Posteriori-Verteilung in der digitalen
Bildanalyse soll zunichst die einfachste angegeben werden, nimlich die fiir die Bildre-
staurierung ohne Kantenelemente. Mit der Likelihoodfunktion (379.6) und der Priori-
Dichte (379.9) erhilt man mit dem Bayes-Theorem (383.1) die Posteriori-Dichte p(f|y)
der Verteilung fiir den Vektor B der unbekannten Grauwerte der Bildelemente zu

p(Bly) < exp(- T I [cp(Be-Brss)*1+(ye-Br)?/0?) . (383.6)

reQ seN,

Die zugehorige bedingte Posteriori-Dichte p(f,|df,,y) fiir den Grauwert 8, des Bildele-
mentes r ergibt sich mit (379.8) zu

p(ﬁrlaﬂn)') o« exp{ - ZN CB[ (ﬂr'ﬁr+s)2+(ﬂr’ﬂr—s)2] ‘(Yr'ﬁr)zlzarz} - (3837)

SE
P

Wie erwiihnt, messen die ersten Terme in (383.6) oder (383.7) die Rauhigkeit des Bildes
in der Nachbarschaft des Bildelementes reQ, wihrend der letzte Term die Abweichung
der Beobachtungen y, von den unbekannten Grauwerten f; im Bildelement r angibt. Zur
Schitzung des Vektors B der unbekannten Grauwerte ist nun die Posteriori-Dichte
p(B|y) nach (383.4) zu maximieren oder mit p(f|y) ist nach (383.3) der Erwartungs-
wert zu bilden. A

Die Normierungskonstante einer Posteriori-Dichte der digitalen Bildverarbeitung, bei-
spielsweise (383.6), ergibt sich nach (383.2) als Integral iiber simtliche Werte des unbe-
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kannten Zufallsvektors f oder, falls die unbekannten Parameter f als diskrete Zufallsva-
riable aufgefaBt werden, durch Summation iiber simtliche Werte. Bei Grauwerten sind
dies uiblicherweise die Werte von O bis 255, so daB 256%4*64) Summanden fiir ein Git-
ter mit 64x64 Gitterpunkten vorliegen. Analytische Verfahren zur Parameterschitzung
nach (383.3) oder (383.4) werden daher nur in Sonderfillen anwendbar und direkte
Suchverfahren zur Bestimmung des Maximums (383.4) kaum durchfiihrbar sein.

Wie bereits im Kapitel 379 erliutert, besitzen die Zufallsfelder der digitalen Bildverar-
beitung die Markoff-Eigenschaft, so daB die bedingte Posteriori-Dichte der Zufallsvaria-
blen eines Bildelementes, beispielsweise (383.7), nur von der Umgebung dieses Bildele-
mentes abhiingen. Die Parameter lassen sich daher mit der sogenannten Codierungsme-
thode (im Englischen "coding methods") (Besag 1974, 1986; Chellappa, 1985; Cressie
1991, S.463) schiitzen. Hierbei werden die Punkte eines Gitters derart codiert, daB die
bedingten Verteilungen fiir die codierten Punkte voneinander unabhingig werden. Bei
einem Markoff-Zufallsfeld erster Ordnung bedeutet dies, daB die bedingte Verteilung nur
in jedem zweiten Gitterpunkt aufgestellt werden darf, die in Abbildung 383-1 mit einem

Abb. 383-1: Codierungsschema fiir ein Markoff-Zufallsfeld erster Ordnung

Kreuz versehen sind. Die Posteriori-Dichte p(f|y) ergibt sich dann aus dem Produkt der
bedingten Dichten p(f;|df,,y) der K Parameter B, der codierten Gitterpunkte p zu

p(Bly) = Ig P(Bp|dBp.y) . (383.8)

Die Posteriori-Dichte p(f|y) kann nun dazu benutzt werden, nach (383.3) oder (383.4)
die unbekannien Parameter B zu schiitzen. Der Vorteil dieses Verfahrens besteht darin,
daBl die zu (383.8) gehorende Normierungskonstante eine wesentlich einfachere Form
besitzt als beispielsweise die zu (383.6) gehorende Normierungskonstante. Der Nachteil
besteht darin, da Schitzungen einmal aus den mit einem Kreuz in Abbildung 383-1 co-
dierten Gitterpunkten folgen, zum anderen aus den mit einem Punkt versehenen Bildele-
menten, die dann zu mitteln sind.

Diesen Nachteil vermeidet man beim Pseudolikelihoodverfahren (Besag 1975; Cressie
1991, S.461), bei dem nidherungsweise angenommen wird, daB} die gemeinsame Posteri-
ori-Dichte p(B|y) sich aus dem Produkt der bedingten Dichten simtlicher Gitterpunkte
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reQ ergibt
p(Bly) = nnP(BrlapnY) : (383.9)
1€

Mit dieser Posteriori-Dichte p(f]y) erfolgt dann die Parameterschitzung nach (383.3)
oder (383.4).

Fiir die Anwendung des Pseudolikelihoodverfahrens eignen sich iterative Verfahren, so-
genannte deterministische Verfahren, die dadurch zu begriinden sind, daB wegen (383.9)
die Schitzung des Parameters f; mit Hilfe der bedingten Dichten p(f,|dp,.y) erfolgen
kann, falls die Werte der Parameter in der Umgebung des Gitterpunktes r bekannt sind.
Die unbekannten Werte werden deshalb durch ihre Schiitzwerte ersetzt, so daB man bei-
spielsweise fiir die bedingte Dichte (383.7) erhilt

p(B¢|9B,.y) = exp{- I cs[(ﬁ,-ﬁm)%(ﬂ,-ﬁ,-s)zl-(y,-mz/zo,’} , (383.10)

seNp

wobei die Schitzwerte mit einem Dach versehen sind. Die Schitzung fiir B, ergibt sich
dann aus (383.3) zu

B, = JB: p(B:|9B..y)dB; (383.11)
oder aus (383.4) zu
B: = supg p(P:|9Be.y) . (383.12)

Ausgehend von Niherungswerten fiir die Schitzwerte wird iterativ vorgegangen. In je-
dem Iterationsschritt berechnet man die unbekannten Parameter sdmtlicher Bildelemente
nach (383.11) oder (383.12), wobei die Schitzwerte unmittelbar die Schiitzwerte der vor-
angegangenen lteration ersetzen. Die Reihenfolge, unter der die Bildelemente aufgesucht
werden, sollte zufillig sein, damit systematische Effekte vermieden werden. Es wird so-
lange iteriert, bis die Schiitzwerte sich nicht mehr indern. Die iterative Parameterschiit-
zung nach (383.11) bezeichnet man auch als ICA-Verfahren (im Englischen "iterated
conditional averages") (Johnson et al. 1991) und die iterative Parameterschitzung nach
(383.12) als ICM-Verfahren (im Englischen "iterated conditional modes") (Besag 1986).
Besonders giinstig ist es, mit einer Normalverteilung wie in (383.7) zu arbeiten, da dann
der Erwartungswert (383.11) bequem analytisch anzugeben ist (Koch 1990, S.161; Busch
und Koch 1990) und da auBerdem ﬁ, =P, gilt.

Die iterative Parameterschitzung nach (383.11) oder (383.12) 4Bt sich auch dadurch in-
terpretieren, daB sie mit Hilfe der Randdichte p(f,|y) der Posteriori-Dichte p(f|y) er-
folgt. Diese Randverteilung verschafft man sich niherungsweise dadurch, daB fiir die un-
bekannten Parameter in der Umgebung des Gitterpunktes r die Schidtzwerte eingesetzt
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werden (Koch 1990, S.58), wie beispielhaft in (383.10) angegeben.

Die deterministischen Verfahren zur Parameterschitzung besitzen den Vorteil, daB sie
kurze Rechenzeiten bendtigen. Sie erlauben allerdings, da sie auf dem Pseudolikelihood-
verfahren (383.9) basieren, nur eine genéiherte Schiitzung der Parameter. Diesen Nachteil
vermeiden die stochastischen Verfahren. Zu ihnen zihlt die Methode der simulierten Ab-
kithlung (im Englischen "simulated annealing"), die eine MAP-Schitzung nach (383.4)
vornimmt, wobei jedoch der Rechenaufwand sehr viel hoher als bei den ICA- oder
ICM-Verfahren ist. Die Methode der simulierten Abkiihlung wurde von Kirkpatrick et al.
(1983) aus dem Metropolis-Algorithmus (Metropolis et al. 1953) entwickelt, eine Uber-
sicht geben Aarts und van Laarhoven (1987). Dieses Verfahren simuliert einen Prozefl
fiir die Vergiitung von Metallen, bei dem das Metall zuniichst erhitzt und dann langsam
auf einen energicarmen, harten Zustand abgekiihlt wird. In der Darstellung (373.7) der
Gibbs-Verteilung p(f|y) wird, beginnend mit einer hohen Temperatur Ty, die Tempera-
tur in jedem Iterationsschritt verringert. Mit hohen Werten von Ty erhélt man eine flach
verlaufende Dichtefunktion, wihrend kleine Werte von Tq die Maxima auspridgen. Mit
Niherungswerten fiir die unbekannten Parameter f, der Bildelemente r beginnen die Ite-
rationen. In jeder Iteration wird dann fiir jedes Bildelement ein Zufallswert aus einer
Gleichverteilung fiir den Parameter B, erzeugt und der neue Wert fiir B, akzeptiert, falls
die sich ergebende Energiedifferenz AU in der Gibbs-Verteilung negativ wird. Falls sie
positiv ist, wird der neue Wert mit einer Wahrscheinlichkeit von exp(-AU/Ty) angenom-
men. Wenn also u < exp(-AU/Ty) gilt, wobei u den Wert einer im Intervall [0,1]
gleichverteilten Zufallszahl bedeutet, wird der neue Wert fiir B, akzeptiert.

In der von Geman und Geman (1984) vorgeschlagenen Variante des Verfahrens der si-
mulierten Abkiihlung wird in jedem Iterationsschritt fiir jedes Bildelement eine Zufalls-
zahl fiir B, aus der zu p(f|y) gehorenden bedingten Dichte p(f,|df;.y) generiert, die
beispielsweise durch (383.10) gegeben ist. AuBerdem wird fiir jeden Iterationsschritt die
Temperatur abgesenkt. Der generierte Wert ersetzt den Wert der vorangegangenen Itera-
tion, und es wird so lange iteriert, bis die Schidtzwerte konvergieren und durch die Ab-
senkung der Temperatur gegen den Wert Null eine minimale Energie und damit ein ma-
ximaler Dichtewert p(f|y) erhalten wird. Bezeichnet t den jeweiligen Iterationsschritt,
so wird die Absenkung der Temperatur To(t) gesteuert durch

To(t) = c¢/In(1+t) , (383.13)

worin ¢, eine Konstante bedeutet. Entstammt die bedingte Dichte p(f;|df;.y) wie in
(383.10) einer Normalverteilung, existieren zu ihrer Generierung effiziente Verfahren
(Marsaglia und Bray 1964). Fiir die Generierung von Zufallszahlen anderer Verteilungen
existieren weitere Methoden (Rubinstein 1981, S.38). Fiir diskrete Verteilungen bietet
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sich das Verfahren der inversen Transformation an (Ripley 1987, S.71).

Die Variante von Geman und Geman (1984) der simulierten Abkiihlung beruht auf einer
Verbindung des sogenannten "Gibbs sampler” mit dem AbkithlungsprozeB. Beim “Gibbs
sampler” wird bei konstanter Temperatur Ty in jedem Iterationsschritt fiir jedes Bildele-
ment ein Zufallswert fiir §; mit der bedingten Dichte p(f,|dB;,y) generiert. Iteriert man
geniigend hiufig, erhilt man Zufallszahlen mit der gemeinsamen Dichte p(f|y). Die
einzelnen Zufallszahlen besitzen die Randdichten fiir f; (Gelfand et al. 1990), so daB mit
dem "Gibbs sampler" nicht nur die MAP-Schitzung, sondem auch die Bayes-Schitzung
(383.4) berechnet werden kann.

Die beschriecbenen Methoden zur Parameterschiitzung eignen sich nicht nur fiir die in
Beispiel 1 behandelte Schitzung von Grauwerten f;, auch die in (379.10) definierten
Kantenelemente lassen sich sowohl zusammen mit den Grauwerten bei einer Bildrestau-
rierung als auch allein fiir die Kantenextraktion berechnen. Ebenfalls kann die Zugeho-
rigkeit (379.26) zu Texturen geschiitzt werden. Es braucht nur fiir das jeweilige Problem
mit dem Bayes-Theorem (383.1) die Posteriori-Verteilung aus der Priori-Verteilung und
der Likelihoodfunktion aufgestellt zu werden.

Beispiel 2 (Texturerkennung): AbschlieBend soll noch das Beispiel der Bildsegmentie-
rung aufgrund von Texturen behandelt werden. AuBer der in (379.26) definierten Zuge-
horigkeit €, eines Bildelementes r zu einer Textur treten noch zusitzliche unbekannte
Parameter auf, die den einzelnen Texturen zuzuordnen sind. Um das Problem der Textur-
erkennung mdéglichst allgemein zu formulieren, sollen nicht nur unbekannte Parameter in
der Likelihoodfunktion, sondern auch unbekannte Parameter in der Priori-Dichte ange-
nommen werden. Die bedingte Posteriori-Dichte p(e,|de,,€,=¢,y) fiir die Zugehbrig-
keit £, des Bildelementes re zur Textur £ folgt aus dem Bayes-Theorem (383.1) mit
der Likelihoodfunktion (379.28) und der Priori-Dichte (379.36). Sie ist abhingig von den
unbekannten Parametern @ und f; sowie von g, 6:2 und B; ¢, so daB die Dichte erhal-
ten wird

p(&r, o, Bs vuevaezvﬁs.sIaerver=e’Y)°‘exp('[ae"‘ ZN Bs(1(&r,Epus)+1(Er,E0-5))]
SE p

1

2 [Ye-bte- X ﬁs.s()’Hs'”s"‘Yr-s’ue)]z} . (383.14)
O¢ seNp
Die Parameter @ und f; steuern, wie im Zusammenhang mit (379.36) erwihnt, die Zu-
gehdrigkeit der Bildelemente zu den einzelnen Texturen und die Anordnung der Textu-
ren, wihrend . und B . die Parameter bezeichnen, die die einzelnen Texturen beschrei-
ben, wie bei (379.28) bereits erwihnt.
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Durch Bilden der Randverteilung fiir die unbekannte Zugehtrigkeit €, lassen sich die
iibrigen unbekannten Parameter in (383.14) eliminieren. Niherungsweise verschafft man
sich die Randverteilung dadurch, daB die unbekannten Parameter durch ihre Schitzwerte
ersetzt werden (Koch 1990, S.58), wie bereits bei der Begriindung der iterativen Verfah-
ren nach (383.11) oder (383.12) erwiihnt wurde. Versieht man die Schiitzwerte mit einem
Dach, ergibt sich anstelle von (383.14) die bedingte Posteriori-Dichte fiir &,

p(er'asr!el;e'y) * CXP{'[ae"' zN ﬁs(l(era£r+s)+I(£ner—s))]
S€ p

l A A A A 2
vy [ye-te- L Bs,e(Yers-Hetye—s-Me)1°) . (383.15)
20, seNp
Bei Anwendung des Pseudolikelihoodverfahrens (383.9) ergibt sich die gemeinsame
Posteriori-Dichte p(€|y) aus dem Produkt der bedingten Dichten (383.15) fiir die einzel-
nen Bildelemente. Die Zugehtrigkeit £, des Bildelementes r zur Textur € 148t sich dann
mit dem deterministischen Verfahren nach (383.11) oder (383.12) schitzen. Als stocha-

stisches Verfahren kann die Methode der simulierten Abkiihlung angewendet werden.

Um die Schitzwerte &E, s fle. 382 und as,e in (383.15) zu berechnen, bedarf es eines

segmentierten Bildes. Nun hat aber die Anwendung von (383.14) das Ziel, ein segmen-
tiertes Bild zu erhalten. Das Problem ist also nur iterativ zu 16sen, indem ausgehend von
einer gendherten Segmentierung die Parameter geschiitzt und mit den Schitzwerten das
Bild erneut segmentiert wird. Unter der Voraussetzung, daB eine Segmentierung gegeben
ist, wird also jetzt die Berechnung der Schitzwerte behandelt.

Ist die Zugehorigkeit der Bildelemente zu den Texturen bekannt, erhilt man aus (379.36)
die bedingte Dichte der unbekannten Parameter o und f; zu

(@, Bs|der) = exp{-[ae+ )EZN Bs(1(€r,€rss)+1(Er,60-6))1) . (383.16)
S€%p

Diese Dichte ist fiir jeden Gitterpunkt reQ definiert. Bei Anwendung des Pseudolikeli-
hoodverfahrens (383.9) ergibt sich die gemeinsame Dichte p(ag,f;|€) bei gegébenem
Vektor £ der Texturzugehdrigkeit aus dem Produkt der bedingten Dichten (383.16). Da
die unbekannten Parameter a; und fi; nicht fiir die einzelnen Bildelemente definiert sind,
sondern ¢ fiir jede Textur und B, fiir simtliche Texturen, 1iBt sich (383.11) oder
(383.12) nicht anwenden, sondern die Schiitzung muB8 nach (383.3) oder (383.4) erfol-
gen. Bei der Berechnung des Schitzwertes eines Parameters kann man aber wie fiir
(383.11) und (383.12) annchmen, daB die Schitzwerte der iibrigen Parameter gegeben
sind und dann wieder iterativ vorgehen. Besonders einfach ist es, das Maximum der
Dichte fiir diskrete Werte fiir a; und f; zu suchen.
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Zum Exponenten in (383.16) 4Bt sich eine Konstante addieren, ohne daf8 die Dichte sich
tindert, da die Konstante in der Normierungskonstanten absorbiert werden kann. Die un-
bekannten Parameter ae mit € €{1,2,...,T} aus (379.27) werden daher nur dann ein-
deutig geschiitzt, falls ein Parameter, beispielsweise a,, vorgegeben wird.

Bei gegebener Zugehdrigkeit der Bildelemente zu den Texturen folgt die bedingte Dich-
te der unbekannten Parameter g, G2 und Bs . aus (379.28) mit

p(pe'oeziﬁs.EIaYr’er=£)

L lyrher T Boe(Yrrsbetyros-tie)1%) . (383.17)

Oc sENp

e« expf-

Diese Dichte ist fiir jeden Gitterpunkt reQ definiert, der zur Menge Q; der Gitterpunkte
mit der Textur £ gehdrt. Wendet man zur Parameterschiitzung das Pseudolikelihcodver-
fahren (383.9) an, folgt die gemeinsame Dichte p(;te,oez,ﬁs.ele,.:s,y) der Parameter
Hg,0c2,Bs ¢ fiir alle Bildelemente ref); aus dem Produkt der Dichten (383.17), so da8
man erhilt

p(ﬂe,dez,ﬂs‘g|£,=£,y)

« exp{- 1_2 L [yeHe- L Bs.e(Yr+s’#e+Yr—s'ﬂs)]2} . (383.18)
20.° rel, seN,,

Die Maximum-Likelihood-Methode (383.5) zur Schitzung der unbekannten Parameter in
dieser Dichte fiihrt auf die Methode der kleinsten Quadrate, denn die Quadratsumme

L [ye-te- I Bs,e(Yrrs-Hetyrms-te)]? (383.19)
refle seNp

ist zu minimieren. Die Schitzung [/}e des Parameters i ergibt sich vorweg durch Mittel-
bildung aus

A
He = ,',—e Ly, (383.20)

worin ng die Anzahl der Bildelemente in der Menge Q. bedeutet. Fiir die Methode der
kleinsten Quadrate werden die Zeilenvektoren eingefiihrt

A A A
Xe' = [Yres l"'Yt—sl'zﬂaa)'rﬂz'*')'r—sz‘zﬂe’ v er+su+)'t-su'2ue] , (383.21)

die fiir jedes Bildelement reQ; der Textur € definiert sind, und der Vektor fB; der
unbekannten Parameter fiir die Textur £ mit

Be = [Bs).e:Bs, e oBs el (383.22)
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worin der Index u durch die Gréle der Nachbarschaft (376.19), das heiit, von der ge-
A

wihlten Ordnung des Markoff-Zufallsfeldes bestimmt wird. Mit y = (y,-j¢) ergeben

sich die Beobachtungsgleichungen der Methode der kleinsten Quadrate zu

XB: = E(y) (383.23)
mit

X = [xl,....x,,...,xnsl' .

Die Losungen der Normalgleichungen (Koch 1987, S.186) fiihren dann auf die Schiitz-
werte ﬁe der unbekannten Parameter f;

Bo= X0 My =T xx'17' T xe(ye-le) (383.24)
reQg redle

A
Die Schitzung 0,2 der Varianz g, berechnet sich zu

A A
0% = l_ X (Xr'ﬁe')’rﬂ‘s)z . (383.25)
Ne-u rede

Wie bereits im Zusammenhang mit (379.28) erldutert, 148t sich die bedingte Dichte
(383.17) und die daraus abgeleitete gemeinsame Dichte (383.18) iiber das Auto-Modell
eines Nachbarschafts-Gibbs-Feldes oder iiber das Zufallsfeld eines nichtkausalen autore-
gressiven Prozesses mit Markoff-Eigenschaft herleiten. Fiir beide Zufallsfelder gelten da-
her die Parameterschiitzungen (383.24) und (383.25). Die Eigenschaft dieser Schitzun-
gen beziiglich Konsistenz wurden im autoregressiven Modell von Kashyap und Chellap-
pa (1983) untersucht. Benutzt man fiir die Maximum-Likelihood-Schiitzung der Textur-
parameter nicht die Dichte (383.18), die aus dem Pseudolikelihoodverfahren folgt, son-
demn die Dichte (379.29) der gemeinsamen Verteilung, ergeben sich nichtlineare Glei-
chungssysteme fiir die unbekannten Parameter, die fiir die numerische Rechnung weniger
geeignet sind. Dies wurde bereits im Zusammenhang mit (378.50) erldutert.

Sind die Parameter g, 02 und Bs . ¢ in (383.18) bekannt, kann diese Dichte auch dazu
benutzt werden, die in (379.30) eingefiihrten Parameter fiir die Drehung und die MaB-
stabsinderung von Texturen zu schitzen. Man wendet (383.3) oder (383.4) an, wobei,
wie im Zusammenhang mit (383.16) erwihnt, iterativ vorgegangen werden kann. Beson-
ders einfach ist es wieder, das Maximum der Verteilung fiir diskrete Werte der unbe-
kannten Parameter zu suchen.

Wie erwihnt, sind ausgehend von einer geniherten Segmentierung die Parameter @, und
B; fiir die Zugehorigkeit zu den Texturen mit Hilfe von (383.16) und die Texturparame-
ter U, 0'52 und fB; ¢ nach (383.20), (383.24) und (383.25) zu schitzen. Mit den Schiitz-
werten ist dann nach (383.15) die Segmentierung des Bildes zu korrigieren. Aufgrund
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der korrigierten Segmentierung sind die Parameter emeut zu schitzen, und es ist iterativ
bis zur Konvergenz der Schitzung und der Segmentierung fortzufahren. Anwendungen
dieser iterativen Schitzverfahren finden sich bei (Manjunath und Chellappa 1991; Won
und Derin 1992). Liegen Trainingsgebiete fiir die Texturen vor, sollte der Iterationspro-
zeB mit den Schiitzwerten der Texturparameter fiir die Trainingsgebiete starten.

Eine geniherte Segmentierung eines Bildes kann beispielsweise auf der Grundlage der
bereits behandelten Kantenextraktion erfolgen. Eine weitere Moglichkeit besteht darin,
das Bild systematisch zu unterteilen und aufgrund dieser Segmentierung die Texturpara-
meter nach (383.20), (383.24) und (383.25) zu berechnen. Um zu entscheiden, ob diese
Parameter identische Texturen reprisentieren, berechnet man zweckmiBigerweise Ab-
standsmaBe (Chatterjee 1993; Chellappa und Chatterjee 1985; Koch 19590, S.138; Manju-
nath und Chellappa 1991). Mit dem Vektor 8; fiir die Textur €

A A A 2
0 = [He.Be' . 0e"]" (383.26)
erhilt man als Abstand d(i,j) zwischen den Texturen der Segmentierung i und j
d(i,j) = (6;-8;)'(6;-8;) / [(6;'6;)+(6;'6;)] . (383.27)

Aufgrund der Abstéinde faBt man die Segmentierungen, die zu einer Textur gehoren, zu-
sammen und bestimmt die Anzahl der Texturen in einem digitalen Bild. Diese Anzahl
148t sich auch mit der zugehorigen Verteilung ableiten. Man erhilt das Akaike-Kriterium
(Sakamoto et al. 1986), das beispielsweise bei (Won und Derin 1992) angewendet und
modifiziert wird.

Um den Rechenaufwand bei den iterativen Segmentierungsverfahren in Grenzen zu hal-
ten, werden hiiufig aus einem digitalen Bild weitere Bilder mit geringerer Auflosung er-
zeugt und diese Bilder segmentiert. Die Segmentierung wird anschlieBend durch Verfei-
nerung der Auflosung schrittweise verbessert (Bouman und Liu 1991; Cohen und Cooper
1987). Unterschiedliche Auflosungen findet man auch bei (Geman et al. 1990). A

Beispiel 3: Im Beispiel 1 des Kapitels 379 wurde mit dem "Gibbs sampler" eine Textur
aus der bedingten Normalverteilung (379.28) generiert, so daB die gemeinsame Vertei-
lung (379.29) erhalten wird. Das generierte Bild 379-5 soll nun dazu dienen, die Parame-
ter B¢, pe und o2 der Generierung zu schitzen, wobei angenommen wird, daB die ge-
meinsame Verteilung aus dem Produkt der bedingten Verteilungen folgt. Dann 4Bt sich
das Pseudolikelihoodverfahren (383.9) anwenden, und die Schitzwerte fiir die Parameter
ergeben sich aus (383.24), (383.20) und (383.25). Man erhiilt

ﬁe = [0,084, 0,110, 0,062, 0,084, 0,043, 0,064, 0,070, 0,049,
0,064, 0,059, 0,067, 0,061,-0,060,-0,081,-0,056,-0,055,
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-0,069, -0,062,-0,056,-0,061,-0,070,-0,052] *
A A
e = 0,004 , o2 =1,002 .

Die fiir die Generierung der Textur benutzten Parameter werden also durch die Parame-
terschiitzung recht gut reproduziert. A

Beispiel 4: Eine Anordnung von vier Texturen wurde im Beispiel 2 des Kapitels 379 mit
dem "Gibbs sampler" aus der bedingten Dichte (379.36) generiert. Das generierte Bild
379-6 soll jetzt dazu benutzt werden, die fiir die Generierung verwendeten Parameter a;
und B, mit dem Pseudolikelihoodverfahren zu schitzen. Fiir die Dichte dieser Parameter
wird daher angenommen, daB sie aus dem Produkt der bedingten Dichten (383.16) folgt.
Wie im Zusammenhang mit (383.16) beschrieben, wird das Maximum der Verteilung fiir
@ und B unter der Annahme gesucht, daB jeweils nur ein Parameter unbekannt ist und
die iibrigen Parameter gegeben sind und daB in jeweils einer Iteration sukzessiv simtli-
che Parameter geschitzt werden. Sucht man das Maximum fiir diskrete Werte mit einem
Fortschritt von + 0,01 fiir @ und * 0,05 fiir B; und gibt man, wie fiir (383.16) erldutert,
o = 0,00 vor, erhilt man nach drei Iterationen die Schitzwerte

A
7]

ﬁl.o = 0,4, BO,I = 0,3, 31.—1

A A
0,01, o3 = 0,01, o4 = 0,01,
1,4 ) Bl.l = 1,2 .

Die Ergebnisse zeigen, dal die Parameter f; sich gut und die Parameter o, weniger gut
durch die Schiitzung reproduzieren lassen. A
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