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summary

The method of conjugated gradients can be used for an iterativ solution of
symmetrically definite systems of equations. This iterative process can be
applied directly onto the Tlinearized observation equations, such that the
storage- and CPU-time consuming set-up of normal equations is avoided. The
solution can be shown to improve step by step; the calculation procedure can be
terminated, if a sufficient accuracy is achieved, although the accuracy
estimation is generally quite difficult. The conditions for termination depend
upon the eigenvalues of the system of equations and those, in turn, are subject
to network layout and configuration. For large geodetic networks a very good
local relative accuracy is achieved, the improvement of the absolute accuracy

however is considerably slower.

In the present report the convergence properties of finite networks are
analysed and a proper algorithm is presented to speed-up the calculations. The
attainable accuracy turns out to be largely independent on the network layout
and configuration. The number of elementary operations is dramatically reduced
and compares very well with solutions employing minimum profile methods. Due to
its simple programming and its low storage requirements - 30 KByte are
sufficient to solve a network with 400 unknowns, storage depends linearly on the
number of observations and unknowns (!) - , this algorithm presents itself as an

ideal tool, even in a micro-computer environment.
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1. Einleitung

Das Verfahren der konjugierten Gradienten dient der iterativen Aufldsung von
symmetrisch definiten Gleichungssystemen. Diese Methode wurde von M.Hestenes und
E.Stiefel [1952] entwickelt und fand durch P.Liuchli [1959] und
H.R.Schwarz [1970] Anwendung in der Ausgleichsrechnung. Praktische
Untersuchungen und Berechnungen an geodatischen Netzen wurden unter anderem von
L.Grindig (19801, F.Steidler [1980] und B.Benciolini, L.Mussio, F.Sansé [1981]
durchgefihrt.

Dieser iterative RechenprozeB kann direkt auf die Verbesserungsgleichungen
angewandt werden, sodaB das sehr platz- und zeitintensive Aufstellen der
Normalgleichungen umgangen werden kann. Die zu ermittelnde Losung wird
schrittweise verbessert, wobei die Berechnung beim Erreichen einer geniigend
genauen Losung abgebrochen werden kann. Die Abschitzung der Genauigkeit dieser
Losung ist im allgemeinen sehr schwierig. Die Abbruchsbedingungen sind abhdngig
von den Eigenwerten des Gleichungssystems und diese wiederum werden bei finiten
Netzen sehr stark von der Netzlagerung und der Netzkonfiguration beeinfluBt. Bei
groBen geodatischen Netzen wird schon nach wenigen Schritten eine sehr gute
Nachbarschaftsgenauigkeit erreicht. Die absolute Genauigkeit kann nur sehr

langsam erhoht werden.

In dieser Arbeit werden die Konvergenzeigenschaften von finiten Netzen
analysiert und anschliefend geeignete Methoden zur Beschleunigung der Berechnung
aufgezeigt. Die erreichbare Genauigkeit und Konvergenz des Verfahrens wird dabei
weitgehend unabhdngig von der Lagerung und der Konfiguration der Netze. Die
Anzahl der Rechenoperationen, die zur Berechnung notwendig sind, verringert sich
sehr stark und erreicht die gleichen GrdBenordnungen, die zur Aufstellung und

Auflosung der Normalgleichungen mit Hilfe von Profilalgorithmen erforderlich
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sind. Die Programmierung dieses Verfahrens ist sehr einfach, wobei ohne groBen
Aufwand an Datenstruktur mit 30K Byte freiem Arbeitsspeicher Netze bis ungefahr
400 Unbekannten geldost werden konnen. Der Platzbedarf steigt dabei linear mit

der Anzahl der Unbekannten und der Beobachtungen.



2. Relaxationsmethoden

Relaxationsmethoden sind jterative Gleichungsaufldsungsverfahren, bei denen
eine Naherung schrittweise verbessert wird, um die Losung zu erhalten. Der
Begriff Relaxation bedeutet Nachlassen, Erschlaffen und meint ein sukzessives

und systematisches Verkleinern der Reste (siehe R.Zurmiihl [1964]).
Sei N eine symmetrische und positiv semidefinite Matrix, n der Daten- und x der
Unbekanntenvektor,

Nx+n=20. (2.1)

Dann ist es Ziel jeder Relaxationsmethode den Versuchsvektor x¢9? systematisch

so zu verandern, daB die Residuen r'?' verschwinden (sieche Formel (2.2)).
Nx(O) +n:r(0) (22)

Betrachtet man die quadratische Funktion

F(x) = & xTN x + x™Tn | (2.3)

PO jr—

wobei xTNx immer positiv oder Null ist, wenn N ein symmetrisch positiv
semidefinites Gleichungssystem représentiert, und versucht man den Vektor x so
zu verandern, daf das Minimum dieser Funktion erreicht wird, so gelangt man zu

folgender Extremwertbedingung:

dF (x)
dx

=grad F =Nx+n=0 (2.4)

Die Auflosung eines symmetrisch-definiten Gleichungssystems (2.1) ist daher
gleichbedeutend mit der Aufgabe, das Minimum der quadratischen Funktion (2.3) zu

bestimmen. Der Extremwert wird erreicht, wenn das Gleichungssystem (2.2)
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widerspruchslos erfil1t wird. Somit sind die Unbekannten x so zu bestimmen, daB
alle Residuen r und damit alle partiellen Ableitungen von F(x) verschwinden.
Daraus folgt, daB die Funktion F(x) (2.3) fiir diese Werte von x stationdr wird.
Wenn man positive Definitheit der quadratischen Form F(x) voraussetzt, muB diese
Funktion genau eine stationdre Stelle und zwar ein Minimum haben. Umgekehrt
macht offenbar die Losung eines symmetrisch-definiten Gleichungssystems die
zugehorige quadratische Form minimal. Bei semidefiniten Systemen wird die
Funktion F(x) auch stationdr, nur liegt dann kein Minimum, sondern ein

Sattelpunkt vor.

2.1 Grundprinzip der Relaxation

Ausgehend von einem Versuchsvektor x'?’ wdh1t man einen vom Nullvektor 0
verschiedenen Richtungsvektor p (Relaxationsrichtung), in dessen Richtung der

Versuchsvektor korrigiert werden soll, um die Gleichung (2.1) zu erfiillen:

XU = xt0) 4t op (2.5)

Der (positive oder negative) Streckungsfaktor dieses Richtungsvektors wird so
gewah1t, dab der Wert der quadratischen Funktion abnimmt. Auf diese Art wird der
Unbekanntenvektor solange korrigiert, bis man nach einigen Wiederholungen dieser

Schritte zum Minimum der Funktion F(x) gelangt.

Im Bild 2.1 wird die Funktion F(x,,x,) = 5x2+2x,x,+x3-2x,-4x,+const .
dargestellt. Die Linien mit konstantem Funktionswert bilden konzentrische
Ellipsen, deren gemeinsamer Mittelpunkt einerseits der Punkt mit dem geringsten
Funktionswert ist und andererseits auch die Ldsung des zugehorigen

bx, + x, =1

(2.6)
Xy t X, =2



Flx,,x,)=5
N
F(x;, X, )=6 P

-

A <2
/ /
X, 5 (O
X2
Bild 2.1: Gleichungssystem Bild 2.2: iterative Losung

Gleichungssystems darstellt. Im Bild 2.2 ist die Wahl des Versuchspunktes oder
Naherungspunktes beziehungsweise die Richtungswahl dargestellt. Wenn man den
Unbekanntenvektor mehrmals mit Hilfe der Beziehung (2.5) korrigiert, so ergibt
sich die Formel (2.7) zur allgemeinen Bestimmung des verbesserten
Unbekanntenvektors xti+t?

XCT#1) = yt1) 4 f pti) (2.7)

wobei t;, p'i? den Langenfaktor und die Richtung, in der beim i-ten Schritt
korrigiert wird, darstellen. Die Berechnung des Langenfaktors des
Fortschrittes t; bei festem x*!? und p'i’ ergibt sich durch die Minimierung der

Funktion F(x'i*17) die unter Verwendung von (2.7) und (2.3) folgendermaBen
umgeformt wird:

F(X(i+l)) F(X(i) + tip‘i))

(X(1)+t‘p(1))T N (x(i)+t1p(i)) ¥ (x(1)+t1p(i))T n=

Y J— rO —

t2 p(i)TN prit + t, r(i)Tp(i) + F(xti) (2.8)
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Der Parameter t, isi s¢ zu bestimmen, daB F(x'i*!?) in bezug auf die

Richtung p(i) minimal wird,

(i+1)
dF(xdt. ) t, p‘“TN pril & r(i)Tp(i) = 0 (2.9)
1
Daraus ergibt sich
s L) T i)
. ir )
timin TUBUTHE (2.10)

Der Beweis, daB t*m*n wirklich die Funktion minimiert, geht direkt aus der
zweiten Ableilung dar “uaktion F(x) (Formel 2.8) nach t; hervor, wenn man
berucksichtigt, daB p‘*’TNp“’ wegen der positiven Definitheit von N und wegen

p«0 groBer als Null ist.

Betrachtet man bei fester Relaxationsrichtung p'i? die Abhdngigkeit der
quadratischen Funktion F(x) vom Parameter t, (Figur 2.2 geschnitten mit einer
durch p''? und F(x) aufgespannten Ebene), so erkennt man, daB die sich ergebende
Kurve eine nach oben offene Parabel ist. Der Wert von Fi(x'!*1)) fiir alle Werte

von t;, welche zwischen 0 und Ztimin i1egen, ist damit kleiner als F(x'i)).

F(x)
AN
tmih o tmin t
FOED N
F(xlit!d)

Bild 2.3: F(x) in Abhangigkeit des Parameters t
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Die Abnahme der quadratischen Funktion F(x) beim Obergang von x*i! zu xti+1)

folgt aus

AF

FOxtir + ¢, ptid) - F(xti)) =
min

Loppeti))Tptinge

5 (p(n)er(i)

<0 . (2.11)

Aus der Formel fir den Betragsfaktor t‘min (2.10) folgt, daB die
Relaxationsrichtung p'*? nicht orthogonal auf den Residuenvektor rfi? stehen

darf, da man ansonsten im Naherungspunkt verweilt.

Im Bild 2.4 wird die Wahl der Lédnge t‘min veranschaulicht. Wenn man entlang
der gewahlten Richtung bis zum Punkt mit minimalem Funktionswert fortschreitet,
so bedeutet dies, daB die Relaxationsrichtung in diesem Punkt zur Tangente an

die Niveaulinie wird.

Bild 2.4: Optimale Wahl von t,

Daraus ergibt sich, daB die Richtung des groBten Abstiegs, reprisentiert durch
den Gradientenvektor grad(F(x'i*!?) normal zur gewdhlten Relaxationsrichtung
ist. Der Gradientenvektor steht normal auf die Niveaulinie und ist gleichzeitig

Residuenvektor r''*!! Dijes ergibt sich auch unmittelbar aus dem Formelsystem
(2.2) durch Einsetzen von (2.7) und (2.10).
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PO+ = N xCieD) 4= N (x4 4 £, ptid) & p =

riid + N ptt? (2.12)
(HT('i'rl) = (ilT(i) (i)T (i) = 1 =
p r =p r + tp Np =0 furt =1t,,, (2.13)

Da sich trotz dieser Optimierung des Lingenfaktors nicht immer eine schnelle und
rechenginstige Losung ergibt, haben sich verschiedene Relaxationsverfahren
entwickelt, die sich durch die Wahl der Relaxationsrichtung und des

Langenfaktors unterscheiden.

Einzelschrittverfahren : Handrelaxation
GauB - Seidel
Uberrelaxation
Gradientenverfahren : Methode des starksten Abstieges
Gesamtschrittverfahren

Methode der konjugierten Gradienten

2.2 Gradientenmethoden

2.2.1 Das Prinzip

Der Residuenvektor r'i’ als Gradient der zu minimierenden quadratischen
Funktion F(x) fir den Versuchsvektor x'i? weist in die Richtung, in welcher F(x)
lokal am starksten fa11t. Es ist somit nur natiirlich, den Gradienten von F(x) im
Naherungspunkt x'i’ zur Festlegung der Relaxationsrichtung p'i’ zu beniitzen.
Relaxationsmethoden, welche den Residuenvektor rti? oder bereits zuvor
auftretende Residuenvektoren r'k!, (<k<i verwenden, nennt man

Gradientenverfahren.



Bild 2.5 Prinzip der Gradientenmethode

Bei der Herleitung der Gradientenverfahren 1aBt man sich weitgehend von
geometrischen Uberlegungen leiten. Ausgehend von einem Versuchsvektor x!'0?
gelangt man in das gemeinsame Zentrum der Ellipsen oder Ellipsoide auf der von

x(0) auslaufenden orthogonalen Trajektorie (siehe Bild 2.5).

Im Prinzip fihrt das skizzierte Verfahren auf das Problem, das

Differentialgleichungssystem

o

it - grad F(x) =~ Nx -n (2.14)

a.

zu losen. Der Parameter t stellt den Fortschritt auf der Trajektorie dar. Es
ergeben sich verschiedene Losungsmoglichkeiten zur Berechnung des Polygonzuges,
der die Trajektorie darstellt. Bei kleinem Parameter t wird die Losung nur sehr
langsam konvergieren, bei groBem t kann die Ldsung auch divergieren. Je nach der

Wah1 von t unterscheidet man verschiedene Methoden.
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2.2.2 Methode des stdrksten Abstieges

ptir = — pti) i=0,1,2, ... (2.15)
NI i
Loy = (:(1))T;r(1) = R(r'17) (2.16)
xNx . .
R(x) = T ... Rayleigh Quotient (2.17)

Bei der Methode des starksten Abstieges wird als Relaxationsrichtung p'f’ die
Richtung des negativen Residuenvektors r'i? verwendet und der Lingenfaktor t,,,
wird so bestimmt, daB der Funktionswert von F in der Relaxationsrichtung p'?’
minimiert wird. Nach der Durchfiihrung des i-ten Relaxationsschrittes steht der
neue Residuenvektor rti+1? orthogonal zum vorhergehenden Residuenvektor rti’.
Dies folgt unmittelbar aus Gleichung (2.13), wo gezeigt wird, daB der neue
Residuenvektor rfi*!) orthogonal zur Relaxationsrichtung p'i’ ist (siehe auch
Bild 2.4). Da die Relaxationsrichtung p''’ bis auf das Vorzeichen ident mit dem
Residuenvektor rfi? ist, sind r''? und r'i+!? zueinander orthogonal. Wihrend der
Relaxation beschreibt man, geometrisch betrachtet, im n - dimensionalen
euklidischen Raum einen stiickweise geradlinigen, rechtwinkeligen Weg, der
schlieBlich im Mittelpunkt der E1lipsen endet. Dieser Mittelpunkt weist den

minimalen Funktionswert der Funktion F(x) auf.

Bild 2.6: Methode des starksten Abstieges
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Bei der Berechnung nach dieser Methode (Formeln (2.15) und (2.16)) erkennt man
(siehe Bild 2.6), daB die Wahl der "besten" Strategie in einem individuellen
Punkt (optimale Richtungs- und Langenwahl) nicht immer den besten Weg in

Hinblick auf das Gesamtproblem darstellt.

2.2.3 Das Gesamtschrittverfahren

Diese Methode ist eine Vereinfachung der Methode des stirksten Abstiegs. Der
Parameter timin wird nicht bei jedem Schritt berechnet, sondern konstant
angesetzt, wobei fiir die Konvergenz dieser Methode als notwendige und
hinreichende Bedingung folgendes gelten muB (siehe E.Stiefel [1952] S.20):

0 <t <2 doar ... grobter Eigenwert (2.18)

nax

Die Bedingung (2.18) kann mit Hilfe der Gleichung (2.16) veranschaulicht werden,
wenn man beachtet, daB fir den Rayleigh'schen Quotienten A,,, < R(X) < Azq,
gilt.

2.3 Methode der konjugierten Gradienten

Nach der Wahl eines Versuchsvektors x'?’ (Naherungslosung) wird wie bei der
Methode des stérksten Abstiegs vorgegangen, das heiBt, daB die erste
Relaxationsrichtung identisch mit dem negativen Residuenvektor der
Naherungsldsung ist. In dieser Richtung wird bis zum Minimalpunkt vorgegangen.

Der zugehorige Wert des Parameters t,,, wird mit q, bezeichnet.

(1) = x(01 — q i) (2.19)

(0), 7T _(0) 1

r__)r = —L (2.20)

G = (P O )Typl 00 R(r(OY)
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Im allgemeinen 1 - ten Relaxationsschritt (iz1) wird nicht mehr das Minimum
in Richtung des negativen Residuenvektors -r'f! gesucht, sondern das Minimum in
der Ebene, die durch den Punkt x'!! geht und von der vorangehenden
Relaxationsrichtung p'i-!’ sowie dem Residuenvektor rfi) bestimmt wird,
ermittelt.

% Ci-12

Bild 2.7: Konjugierte Gradientenmethode

Diese Verallgemeinerung wird durch die geometrische Tatsache motiviert, daB die
zweidimensionale Ebene die durch den Naherungspunkt x‘i? laufende Niveauflache
der quadratischen Funktion F(x'!?) in einer E1lipse schneidet. Die
Schnittellipse geht durch den Punkt x'!! wo sie die alte Relaxationsrichtung
pli-1) berihrt, da x'*’ Minimalpunkt war. Die Schnittellipsen der betrachteten
Ebene mit verschiedenen Niveauflachen F(x)=const. sind dazu konzentrisch und
ahnlich. Das Minimum von F(x) in dieser Ebene liegt daher im gemeinsamen
Mittelpunkt der ET1lipsen. Damit dieser Mittelpunkt von x'i’ aus auf der neuen
Relaxationsrichtung p'f? zu 1iegen kommt, missen p'*’ und p*i-1’ konjugiert
sein. Sie missen konjugiert sein in bezug auf jede E1lipse F(x)=const. und haben

daher die folgende Bedingung zu erfiillen.
p(i)TN p(1"l) :p('I)TNTpl'l‘l) :0 (221)

Geht man vom zweidimensionalen Raum auf einen m - dimensionalen Raum iiber, so

werden die Niveaulinien zu Niveaufldchen und damit die E1lipsen zu E1lipsoiden
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oder Hyperellipsoiden. Die im Bild 2.7 dargestellte Zeichnung stellt nun die
Situation in einer Schnittebene des Paraboloids dar. Der Richtungsvektor p!i’
liegt in der durch p'i-t? und r'i? aufgespannten Ebene und 138t sich daher als
Linearkombination von rfi’ und p*'-1’ darstellen. Da der Koeffizient von rti’
sicher von Null verschieden ist, kann er im Sinne einer Normierung gleich -1

gesetzt werden.

pri’z = — ptid 4 e p(i—l) i=123 . (2.22)

I A |

Der unbekannte Wert e; 1@t sich durch die Bedingung der konjugierten Richtung

(2.21) errechnen, wenn man (2.22) einsetzt.

- rli)TN pri-t) 4 eip(i-l)TN pti-1) = (2.23)

li))TND(1-l)

{ ,
(pri-l))er(i—l) i=1,2,3, ... (2.24)

e =

In der so errechneten Relaxationsrichtung p*i’ geht man bis zum Minimalpunkt
(siehe Formel (2.10)),

x(i+1) = x(i) + Q1 pli) (2'25)
mit
( (i))T i)
G == Ly (2.26)

Man beachte, daB die Nenner der Ausdriicke fiir q,, e, und q, infolge der
positiven Definitheit von N fir jeden von Null verschiedenen Richtungsvektor

p(1) positiv sind.

Nach dem ausgefiihrten (i-1) - ten Relaxationsschritt ist x'i? Minimalpunkt in

der von rt#-1? und p'f-1? beziehungsweise von rfi-1) und p'i-2) aufgespannten
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zweidimensionalen Ebene. Der neue Residuenvektor rti) als Gradient von F(x) ist

orthogonal zu dieser Ebene, so daB folgende Relationen gelten:

peidTpti-1 = g (2.27)
r(i)Tpli-ll =0 (2.28)
r(i)Tpli-Z) =0 (2.29)

Mit Hilfe dieser neuen Beziehungen kann eine neue Berechnungsmoglichkeit fiir g,
und e, angegeben werden: Zundchst betrachten wir den Zdhler von q; in Formel
(2.26) und formen diesen mit Hilfe von (2.22) und (2.28) um:

r(i)Tp(i) - r(ilTr(i) + e, r\('I)Tp(i-l) =

EENERLINES (2.30)

Damit ergibt sich eine neue Form fir (2.26) mit

(1
) (r(il)'lr )

q; = (p 1) THpt 1! i=012, ... . (2.31)

Wenn r'i?+) ist, so ergibt sich wegen der positiver Definitheit von N, daB q,>0
ist. Um die Formel zur Berechnung von e, (2.24) einfacher zu gestalten,

betrachtet man zunachst die Formel fiir den Residuenvektor r¢i? (2.12).

r(i) lei)+n:lei-l)+q1_lN p(i-l)+n:

rti-t) 4 Q1-1N pH‘l’ ) (2.32)

Daraus ergibt sich

N pti-tr = —L— (prnr o prieny (2.33)
4.y
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Der Z&hler von e; (2.24) erhdlt mit (2.33) und wegen (2.27) die neue Form

L penrTprin - pr Tpti-)

4.4
1

= -—-rli)Tr\(i) (234)
9.1

1

-«(i)TN p(i-l)

womit man durch Einsetzen von q,_, (Formel (2.31)) e, folgendermaBen ermitteln

kann.

(i) )
(r )Tt

(pi-10)Tpti-1) 1=1,2,3, ... (2.35)

e; =

Aus der Formel (2.35) ist ersichtlich, daB e,#0 ist, solange r*i?#0 gilt.

Aus dem oben Gesagten ergibt sich beim Verfahren der konjugierten Gradienten,
daB die Relaxationsrichtungen p'i’ (i=0,1,2, ...) ein System von konjugierten
Richtungen in bezug auf die Matrix N bilden. Die Residuenvektoren rti?

(1=0,1,2, ...) stehen aufeinander orthogonal, was man mit Hilfe der
vollstandigen Induktion beweisen kann {(siehe H.R.Schwarz [1968] S$.73). Der von
den Spalten von N aufgespannte Raum muB daher nach Rg(N) Schritten durchwandert
sein, womit sich eine strenge Losung ergibt, da kein neuer Residuenvektor in
diesem Raum gebildet werden kann, der orthogonal auf alle vorhergehenden steht.
Das Verfahren der konjugierten Gradienten ist somit theoretisch ein endlicher

ProzeB.

Bei der numerischen Durchfiihrung zeigen sich Abweichungen der
Orthogonalitdten der Residuenvektoren durch numerische Instabilitdten. Da die
Losung in jedem Schritt verbessert wird, kann die Iteration iber die
theoretische Grenze von Rg(N) Schritten gefilhrt werden und so die Genauigkeit
der Losung weiter gesteigert werden. Die Konvergenz ist durch diese
Relaxationsmethode gewahrleistet, da sich der Wert F(x) bei jedem Schritt

verringert (siehe Formel (2.11)).



Formelzusammenstellung:

Fur den i

2.4 Die Anwendung der konjugierten Gradienten in der Ausgleichsrechnung

x(8r . Naherungslosung
r(ﬂ) = N X(O) +1
p(ﬂ) :_r(O)
- ten Relaxationsschritt (i = 01,2
(pt1)Tptt)
ey = (pti-1N) T 0i-D)
p(i):_r\(i)+e1p‘i—l)
(pi17) TRt
G = (p'17)TNpti)

X(i+l) = Xli) + q1 p(i)

r(i-fl) = r('l) + q1 Nplfl
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RN Rl

1

) gilt

fur

fur

\%

\%

Der vermittelnde Ausgleich:

Ax-10=v
ATA x - AT [ =0

Normalgleichungen

Verbesserungsgleichungen

Nx-n

(2.36)

(2.37)
(2.38)
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Nach der Einfiihrung eines Naherungsvektors ergibt sich damit

A xtid - = ytid xt1? . Naherungsvektor (2.39)
viir . Verbesserungsvektor zu x‘i’ gehdrig
Nxtid —p=ptid rti? .. Residuenvektor (2.40)
ATA xtil — AT g = pti) (2.41)
AT ytid = ptid Orthogonalitatsdefekt (2.42)

Setzt man die so gewonnenen Ausdriicke in die Formeln der konjugierten Gradienten

(2.36) ein, so kann man den Nenner von g; auf folgende Weise darstellen:
p(nTN ptil = p(i)TATA pri’ = (A p(i))T (A pti?) (2.43)
Die Formel fur rfi+') (2.36) kann man umformen in

r(i*l) = rl'i) + qin(i) :A7 v(i) + q'l Np(i)

AT vE 4 g ATA P (2.44)

Mit der Gleichung (2.42) fur den (i+l) - ten Schritt ergibt sich
ylivld = ytid 4 q A ptit (2 45)
Im folgenden werden nun die Formeln zusammengestellt, die zur direkten

Berechnung der ausgeglichenen Unbekannten aus den Verbesserungsgleichungen mit

Hilfe der konjugierten Gradientenmethode dienen.
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veor = A xto) - g
AT ylo?

p(ﬂ) = - r(O)

—
e
]

Fir den i - ten Relaxationsschritt (i =10,1,2, ... ) qilt

! 1=

(pl10yT Lt 1
ey = (pCI-10)T (1-D)
fir 121
pU1Y = — pt1) 4 g pti-U)
J
i (pt17)T i1 |
q‘l - (A pH))T A pH)
X(ifl):XH).f.q1 p”) fur 120
VeI =yt 4 g A ptid
plist) = AT ylist) | (2.46)

Bei Beniitzung dieser Formeln missen pro Iterationsschritt zwei Operationen der
Art "Matrix mal Vektor" durchgefiihrt werden; dafiir erspart man sich die
Aufstellung der Normalgleichungsmatrix N. Auf Grund der schwachen Besetzung der

Verbesserungsgleichungen konnen diese Produkte sehr rasch berechnet werden.

Aus den vorhergehenden Formeln (2.46) fiir den neuen Residuenvektor rti+t?
erkennt man, daB sich der Residuenvektor als Folge der Nichtorthogonalitdt des
genaherten Verbesserungsvektors v'i+!? zu den Spalten der Koeffizientenmatrix A
ergibt. Durch die oben angefihrte Wahl der Relaxationsrichtung p'i’ und des
Langenfaktors g, (Formel (2.46)) erreicht man, daB der neue Residuenvektor
r(i+1) orthogonal auf den vorhergehenden Residuenvektor rti’ steht (siehe Formel
(2.21)). Iweitens erreicht man damit, daB man sich nur in dem von den Zeilen von

A aufgespannten m-dimensionalen Unterraum bewegt ( m=Rg(A) ), in dem auch die

1

Beobachtungen dargestellt sind. Diese Bemerkung ist im Kapitel 4 bei der
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Berechnung von frei schwimmenden Netzen von Bedeutung.

Wie im Folgenden bewiesen wird, hat die Methode der konjugierten Gradienten
die Eigenschaft, daB der Betrag des Verbesserungsvektors monoton abnimmt. ( Der
Betrag des Residuenvektors bildet keine monoton abnehmende Reihe. In der Regel
nimmt der Betrag ab, jedoch bei schlechter Konditionierung oder bei Rangdefekten
kann er zwischendurch auch ansteigen.) Berechnet man mit Hilfe von (2.45) den

Betrag des Verbesserungsvektors v'i’ so ergibt sich

v(i)T yiir = (yei+1) i A p!i))T (yti+t) — a; A p(1))

1

v(i+l)Tv(i+l) - vli+l)Tq1Ap(i) -

- qi(Ap(i))Tv(i+l) + qiz(Ap(i))TAp(i) , (2'47)
wobel wegen (2.28) gilt

V(i+1>T Apti) = (ATv(i+l))TpH) = r(i+l)Tp(i) =0 (2.48)
(Aptin)! ytisnr = (2.49)

somit erhdlt man die Formel (2.50) fiir die Veranderung des Betrages des

Verbesserungsvektors nach der Durchfiihrung eines Relaxationsschrittes.
(vti+tn)T yrien) = (ytingT yein - g2 (A p(i))TAp(i) (2.50)

Da der zweite Ausdruck der rechten Seite eine quadratische Form darstellt, kann
dieser Ausdruck nur positiv oder Null sein. Der Ausdruck wird zu Null, wenn
p(i1)=0, daB heiBt, wenn die Losung erreicht ist oder die Matrix der

Verbesserungsgleichungen nicht vollen Spaltenrang besitzt.

Bei der Losung von groBeren Systemen von Verbesserungsgleichungen in der
Geodasie beobachtete H.R.Schwarz [19701, daB der Wert des Quadrates des

Verbesserungsvektors oft schon nach relativ wenigen Iterationsschritten seinen
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minimalen Wert erreicht, auch wenn das Quadrat des Residuenvektors noch nicht
den Wert Null im Sinne der Maschinengenauigkeit erreicht hat. Der RechenprozeB
kann dennoch abgebrochen und die erhaltene Niherung als Losung angenommen

werden.
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3. Anwendungsergebnisse der konjugierten Gradienten bei geodatischen Netzen

3.1 Bisherige Ergebnisse

Bei einer Studie iber den Einsatz der konjugierten Gradientenmethode zur
Losung groBer, schwach besetzter, symmetrischer Gleichungssysteme stellte
L. Grindig [1980] fest:

* Die konjugierte Gradientenmethode arbeitet gut fiir Ausgleichungen mit
wangspunkten. Die Konvergenz hiangt stark von der Anzahl und der Lage
der Festpunkte ab, besonders bei Triangulierungsnetzen. Diese Methode
soll nicht fir freie Richtungsnetze verwendet werden. Bej

Polygonnetzen ist eine gute Konvergenz zu beobachten.

¥ Die globalen Anderungen der Unbekannten zu ihren endgiiltigen Werten
sind wahrend der Iteration sehr klein. Ein Grund dafiir kinnte sein,
daB kleine Tokale Diskrepanzen diese globalen Bewegungen absorbieren.

Diese Tendenzen treten vor allem bei freien Netzen auf.

* Die Konvergenz bei Strecken- und Polygonnetzen ist besser als bej
Richtungsnetzen. Durch eine schlechte MaBstabsbestimmung kann die

bessere Konvergenz gestort werden.

* Vorkonditionierungen mit Diagonalmatrizen und Drejecksmatrizen erhihen

die Rechenzeit und bringen keine Vorteile.

* Die Anwendung der Methode der konjugierten Gradienten auf die
Beobachtungsgleichungen und die Losung der reduzierten

Normalgleichungen (Orientierungs- und MaBstabsunbekannte eliminiert)
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bendotigen ungefahr den gleichen Zeitaufwand.

* Als Abbruchskriterium wird der Betrag des Residuenvektors verwendet,
fur den gilt: [Axl < IN-Y] Irl.

Folgende Ergebnisse stellte F. Steidler [19801 in seiner Dissertation fest:

* Der Vergleich der direkten Methode zum Verfahren der konjugierten

Gradienten fallt zu Gunsten der direkten Techniken aus.

* Bei gut konditionierten Netzen bendtigt das konjugierte

Gradientenverfahren weniger Rechenzeit.

* Geringerer Speicherbedarf beim konjugierten Gradientenverfahren.
* Starke Abhangigkeit der Konvergenz von der Wahl der Festpunkte.
* Vorwegelimination der Orientierungsunbekannten bringt keine

Zeitersparnis und wird daher nicht empfohlen.

* Skalierung wird empfohlen.

* Vorkonditionierung erhdht die Rechenzeit. Nur bei schlecht

konditionierten Fallen soll eine Vorkonditionierung erfolgen.

Eine in den letzten Jahren entwickelte Vorkonditionierungsmethode, die Methode
der partiellen Choleskyzerlegung, wurde von B. Benciolini, L. Mussio und F.

Sansé [19801 an geodatischen Netzen getestet. Bei dieser Methode, die auch bei
H.R. Schwarz [1982] beschrieben ist, wird die Vorkonditionierungsmatrix durch

eine partielle Cholesky-Zerlegung der aufzuldsenden Matrix errechnet. Diese
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Berechnung wird analog zur exakten Choleskyzerlegung durchgefiihrt, nur daB die
Fillelemente bei der Berechnung vernachldssigt werden. Mit dieser
Vorkonditionierungsmethode wird versucht, alle Eigenwerte auf eine GriBe zu
bringen, womit eine wesentliche Steigerung der Konvergenz der Methode der
konjugierten Gradienten moglich wird. Dies liegt darin begriindet, daB aus dem
E1Tipsoid mit stark unterschiedlichen Achslingen ein E1lisoid mit fast gleichen
Achsldngen gebildet wird, wobei der Mittelpunkt dieses E1lipsoids mit Hilfe der
Methode der konjugierten Gradienten rasch ermittelt werden kann. Wie in der oben
erwahnten Arbeit dargestellt ist, kinnen mit dieser Methode der partiellen
Choleskyzerlegung nicht alle Eigenwerte in die gleiche GroBenordnung gebracht
werden, womit wieder unterschiedliche Konvergenzgeschwindigkeiten vorhanden
sind. Bei regelmaBigen Hohennetzen wird eine gute Konvergenz der Methode der
konjugierten Gradienten erreicht, sodaB sich ungefahr gleiche Rechenzeiten wie
bei Profilalgorithmen ergeben. Bei Streckennetzen konnte die Konvergenz auch
gesteigert werden, jedoch bedingt durch den Aufwand der Vorkonditionierung

werden ldngere Rechenzeiten als bei der direkten Methode erzielt.

3.2 Durchgefuhrte Berechnungen

Bei den nachfolgenden Berechnungen werden mit Hilfe des Formelsystems (2.46)
Hohen—, Stecken- und Richtungsnetze berechnet. Es wird keine Vorkonditionierung
durchgefihrt, da sich der groBere Rechenaufwand nur bei schlecht konditionierten
Fallen rechtfertigt. Durch entsprechende Wahl der Koeffizienten in den
Beobachtungsgleichungen wird versucht, die GriBenordnung der Koeffizienten der
Normalgleichung gleich groB zu halten. Eine Skalierung der

Normalgleichungsmatrix wird daher nicht durchgefiihrt.

In den folgenden Abschnitten wird an Hand von regelmdBigen und unregelmaBigen
Netzen das Konvergenzverhalten der Methode der konjugierten Gradienten

dargestellt. Es werden verschiedene Varianten der Netzlagerung berechnet.
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AnschlieBend wird das Verhalten bei der gemeinsamen Berechnung unabhangiger

Netze und bei der stufenweisen Berechnung eines Netzes untersucht.

3.2.1 Berechnungen bei geodatischen Hohennetzen

Dieser Untersuchung wird ein regelmaBiges Hohennetz mit 200 Stationen
zugrundegelegt. Die 370 Beobachtungen sind widerspruchsfrei angenommen. Der Lage
und Beobachtungsplan ist im Bild 3.1 dargestellt. Die Sol1-HGhen werden mit
Hilfe eines Zufallsgenerators um maximal +/- 500 Einheiten abgedndert und als
Naherungsunbekannte verwendet. In der Folge werden zwei Falle berechnet, wobei
im ersten Fall drei Festpunkte in regelmaBig verteilter Randlage (Bild 3.2)
angenommen werden. Beim zweiten Fall wird nur ein Punkt am Rand festgehalten

(Bild 3.4). Die Festpunkte sind durch das Symbol "A" gekennzeichnet.

S
|

ias

|
SESEEEs

]

SR

Bild 3.1: RegelmaBiges Hohennetz,

Lage- und Beobachtungsplan

In der ersten Variante (Bild 3.2) mit den drei Festpunkten wird eine sehr
rasche Konvergenz bei der konjugierten Gradientenmethode erreicht. Nach zehn
Relaxationsschritten hat sich der maximale Fehler auf 10/ der Ausgangsfehler

verringert (Bild 3.2). Nach weiteren zehn Relaxationen sind die Fehler wieder
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um 1/10, das heiBt auf 17/ der Fehler der Naherungswerte, gesunken (Bild 3.3).

o a o o
-2 -15 -5 -8 <% 3@ -35 -4 40 -3 -3 -%5-0  -IS

Bild 3.2: Hohennetz, Fall I,

Restfehler nach 10 Relaxationsschritten

8 -2.5 =25 ] 2.5 2.5
o ° o o o o o
o o o o o 0 o

25 °

25 ©° °

Bild 3.3: Hohennetz, Fall 1,

Restfehler nach 20 Relaxationsschritten

Im zweiten Fall wird nur ein Punkt am Rande des Netzes festgehalten. Diese
Konfiguration der absoluten Hohenfestlegung stellt einen sehr unginstigen Fall
bei der Berechnung mit konjugierten Gradienten dar (siehe F. Steidler [19801).

Wie auf Grund der Darstellungen 3.4 bis 3.6 erkennbar ist, konvergiert die
Berechnung nun wesentlich langsamer.
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Bild 3.4: Hohennetz, Fall 2,

Restfehler nach 10 Relaxationsschritten

Bild 3.5: Hohennetz, Fall 2;

Restfehler nach 30 Relaxationsschritten

Es werden an die 60 Iterationen bendtigt, um ein Absinken des Unterschiedes der

gendherten Losung von der Solldsung auf unter 1 # zu erreichen.

In beiden zuvor besprochenen Fidllen ist jedoch schon nach wenigen
Relaxationsschritten eine sehr gute Nachbarschaftsgenauigkeit zu erkennen. Die
Genauigkeit zwischen nicht unmittelbar durch eine Beobachtung verbundene Punkte

kann nur durch viele Relaxationsschritte gesteigert werden.
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Bild 3.6: Hohennetz, Fall 2,

Restfehler nach 50 Relaxationsschritten

3.2.2 Berechnungen bei geodatischen Streckennetzen

Als Grundnetz wird ein Streckennetz (Bild 3.7) mit 225 Stationen und 812
widerspruchsfreien Streckenbeobachtungen verwendet. Die Lagekoordinaten der
stationen bilden ein zuf@llig gestortes Gitter, wobei die maximale Stérung in
der GroBenordnung von +/-57 des Abstandes der Stationspunkte liegt. Dieses Netz
wird fir vier Falle berechnet. Die Falle 1,2 und 3 unterscheiden sich
untereinander nur durch die Anzahl und die Lage der Festpunkte. Im
Fall 1 (Bild 3.8) werden ein Festpunkt in der Nihe des Schwerpunktes und ein
Festpunkt in Randlage angenommen. Fiinf auf das gesamte Netz verteilte Festpunkte
weist der Fall 2 (Bild 3.10) auf. Im Fall 3 (Bild 3.12) werden zwei Festpunkte
in Randlage angenommen, wobei diese Festpunkte nur durch eine Station getrennt
sind. Fir den vierten Fall (Bild 3.15) wird die regelmdBige Lage der Stationenen
gestort, sodaB die maximale Storung in einer GroBenordnung liegt, die dem halben

Abstand der regelmaBigen Stationen entspricht.
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Bild 3.7: RegeImaBiges Streckennetz,
Lage- und Beobachtungsplan

In den F@llen 1 bis 3 bildet sich nach fiinf Relaxationsschritten ein
regelmaBiges Muster der Restfehler der Unbekannten fiir bestimmte Gebiete heraus.
Diese gebietsweise regelmaBigen Muster der Restfehler weisen nach ungefdhr

50 Relaxationsschritten schon einen ruhigen Verlauf im Gesamtgebiet auf. Bei den
nachfolgenden Bildern (Bilder 3.8 bis 3.16) werden jeweils die Vektoren der
Restfehler dargestellt. Der MaBstab der Vektoren ist durch die Langenangabe fiir
10# der urspringlichen Fehler mit der Angabe flOl am unteren Rand jedes Bildes

erkennbar.
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Restfehler nach 60 Relaxationsschritten
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Um die globalen Restfehler zu eliminieren, sind viele Relaxationsschritte
notwendig. In den drei gezeigten Fallen kann nach ungefihr 100,75
beziehungsweise 150 Iterationen der RechenprozeB abgebrochen werden, da dann die

Restfehler nur mehr weniger als 1/ der Verbesserung des Niherungsvektors

betragen.

Fir den Fall 4 werden die Lagekoordinaten der Stationen zufdllig verandert,
wobei die maximale GroBenordnung der Verdnderungen den halben Stationsabstand
der Falle 1,2 und 3 betragt. Der Beobachtungsplan (Bild 3.7) wird unverdndert
beibehalten und die Festpunktswahl so wie im Fall | (Bild 3.8) angenommen.
Sowoh1 die Konvergenzgeschwindigkeit wie auch die RegelmiBigkeit der
entsprechenden Fehlerfiguren andert sich dabei nur unwesentlich. Nach ungefihr

100 Iterationen ist das gewiinschte Ergebnis errechnet.
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Bild 3.15: Streckennetz, Fall 4,
Restfehler nach 10

Relaxationsschritten

Bild 3.16: Streckennetz, Fall 4,
Restfehler nach 45

Relaxationsschritten
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3.2.3 Berechnungen bei geodatischen Richtungsnetzen

Es wird ein regelmaBiges Richtungsnetz gerechnet. Das Netz beinhaltet
100 Stationen, wobei pro Station drei Unbekannte auftreten. Es werden zwei
Punkte des Netzes festgehalten. Insgesamt ergeben sich damit 296 Unbekannte
( 196 Lageunbekannte, 100 Orientierungsunbekannte ) bei 684 Richtungsmessungen
(Bi1d 3.17). Schon nach 14 Relaxationsschritten erkennt man wieder das

regelmaBige Muster der Restfehler.

o ISR HE KA NN N \
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KA A AN 4
b NN S N NN N N N | \.\\-u_1/<;//
fiox —
Bild 3.17: Richtungsnetz, Bild 3.18: Richtungsnetz;
Lage- und Be- Restfehler nach 14
obachtungsplan Relaxationsschitten

Nach weiteren 33 Schritten weisen die Unbekannten noch immer Fehler im Bereich
von 5/ des Fehlervektors der Naherungskoordinaten auf. Es sticht deutlich der
systematische Verlauf der Fehler und die gute Nachbarschaftgenauigkeit der
vorlaufigen Losung heraus. Nach weiteren 49 Relaxationsschritten verringern sich
die Fehler auf 2/ des Fehlervektors und nach weiteren 54 Schritten betragt der

Restfehler 0.1/ des Fehlervektors der Naherungskoordinaten.
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Bild 3.21: Richtungsnetz;

Restfehler nach 150 Relaxationsschritten
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3.2.4 Gemeinsame Berechnung unabhiangiger Netze

In diesem Abschnitt wird dargestellt, in welcher Weise sich zwei oder mehrere
vollkommen unabhdngige Netze bei der gemeinsamen Berechnung mit Hilfe der
Methode der konjugierten Gradienten verhalten. Zu diesem Zweck wird das
Gleichungssystem (3.1) auf zwei Arten berechnet. Diese Berechnung wird in den
Bildern 3.22 und 3.23 veranschaulicht.

9%, + X, =1
Xy + X, =2
by + X4 =1

Xy + 0%, =2 (3.1)

2.250

<:;;ﬁ> 0.375

w
o~
-—
[~

3

-0. 250

Bild 3.22: Zwei unabhangige Netze ( je 2 Relaxationsschritte )
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2.250

o2,

f_\ﬁ> 0.375
o x},X,

=0, 250

Bild 3.23: Zwei unabh@ngige Netze ( 4 Relaxationsschritte )

Projektion in die Teilrdume

Das Gleichungssystem besteht aus zwei unabhangigen Gruppen mit jeweils zwei
Unbekannten. Das Bild 3.22 zeigt das Ergebnis bei einer getrennten Berechnung
der beiden Gruppen. Die linke (rechte) Darstellung zeigt die Berechnung und die
Niveaulinien bei der ersten und zweiten (dritten und vierten) Zeile der Matrix
(3.1). Die Methode der konjugierten Gradienten fiihrt in beiden Fallen nach 2
Relaxationsschritten zur strengen Losung. Im Bild 3.23 wird das Ergebnis der
gemeinsamen Berechnung mit der Methode der konjugierten Gradienten dargestelit.
Die beiden Bilder zeigen die Projektionen in die beiden orthogonalen Riume. Bei
der gemeinsamen Berechnung wird erst nach 4 Relaxationsschritten die strenge

Lasung erreicht.

Begrindet durch die gemeinsame Berechnung des Langenfaktors g; und auch des
Faktors e, zur Bestimmung der Relaxationsrichtung p''’ wird im allgemeinen nicht
nach n;-Schritten (n; ist der Rang der Matrix eines Teilnetzes) eine strenge

Losung erreicht. Bei speziellen Annahmen (symmetrisches Teilnetz, siehe
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Bild 5.4) kann es zu einem besseren Konvergenzverhalten kommen. Dies liegt darin
begrindet, daB die Anteile der letzten Relaxationsrichtungen und die
Langenfaktoren fiir beide Netze auch bei getrennter Berechnung eine optimale Wahi
darstellen wiirden, und daher der systematische Anteil der Restfehler schneller

eliminiert wird.

3.2.5 Stufenweise Berechnung eines Netzes

In diesem Abschnitt wird das Verhalten der Methode der konjugierten
Gradienten bei der stufenweisen Berechnung von Netzen studiert. Teile des Netzes
werden in einem ersten Schritt streng berechnet. In einem zweiten Schritt werden
diese exakt berechneten Teilnetze zusammengefiigt und das Gesamtnetz wird exakt
ermittelt. Um das Konvergenzverhalten der Methode der konjugierten Gradienten zu
studieren, wird ein fliegender Nivellementzug mit 41 Stationen berechnet. Der
Nivellementzug wird in der Mitte (zwischen dem 21. und 22. Punkt) getrennt,
sodaB zwei Teilziige entstehen. Der erste Teilzug ist ein fliegender Zug mit
einem Festpunkt zu Beginn und 20 Neupunkten. Der zweite Teilzug beinhaltet nur
20 Neupunkte und enthalt keinen Festpunkt. Bei der ersten Berechnung wird die
Lagerung dieses Zuges mit Hilfe der minimalen Abweichungen von den
Naherungskoordinaten durchgefiihrt. Durch die getrennte Berechnung ergeben sich
im ersten Teilzug die endgiiltigen Koordinaten und im zweiten Teilzug die
endgiltigen Koordinaten plus einem durch die Lagerung bedingten konstanten
Verschiebungsanteil. Diese Ausgangssituation ist im Bild 3.24 ersichtlich, wo
die Restfehler, die wahrend der zweiten Berechnung entstehen, dargestellt sind.
Jeder Block von Linien bezeichnet die Restfehler eines Punktes wahrend der
Berechnung mit der konjugierten Gradientenmethode. Die linke Linie stellt den
Restfehler dieses Punktes in den Naherungskoordinaten dar. Jede weitere Linie

zeigt die Fehler nach jeweils fiinf Relaxationsschritten auf.
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Bild 3.24: Fliegender Nivellementzug mit 41 Punkten;

Restfehler nach jeweils 5 Relaxationsschritten

Man erkennt im Bild 3.24 eine groBe Schwiche der Methode der konjugierten
Gradienten. Der konstante Sprung in den Niherungskoordinaten, die nur mehr
diesen Fehler aufweisen, kann nur mit vielen Schritten eliminiert werden, sodaB
die Vorausberechnung von Netzteilen keine Vorteile fiir die gemeinsame Berechnung

bringt.

3.2.6 EinfluB der Niherungskoordinaten auf die Restfehler

Das im Kapitel 3.2.2 dargestellte Streckennetz, Fall 4 (Bilder 3.15,3.16)
wird mit unterschiedlichen Naherungswerten fir alle Koordinaten berechnet. In
den Bildern 3.25 beziehungsweise 3.26 sind zwei verschiedene Ausgangssituationen
aufgezeigt. Die Vektoren stellen die zufdallig erzeugten Abweichungen der
Naherungskoordinaten von den Sollwerten dar. Die Lagedarstellung ist dabei um
einen Faktor 1000 kleiner gezeichnet als die Darstellung der Restfehler. In den
Bildern 3.27 und 3.28 beziehungsweise 3.29 und 3.30 sind die Situationen nach 10
beziehungsweise 30 Relaxationsschritten aufgezeigt, wobei die Restfehler in

diesen Bildern 10 mal so groB wie in den Bildern 3.25 und 3.26 gezeichnet sind.
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Bild 3.25: Streckennetz, Fall 4,
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Bild 3.27: Streckennetz, Fall 4,
Naherungskoordinaten 1
Restfehler nach

10 Relaxationsschritten
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Bild 3.26: Streckennetz, Fall 4,

Naherungskoordinaten 2
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Bild 3.28: Streckennetz, Fall 4;
Naherungskoordinaten 2
Restfehler nach

10 Relaxationschritten
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Bild 3.29: Streckennetz, Fall 4,
Naherungskoordinaten 1

Restfehler nach
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Bild 3.30: Streckennetz, Fall 4,

Naherungskoordinaten 2

Restfehler nach

30 Relaxationsschritten 30 Relaxationsschritten
Anhand der Bilder 3.27 bis 3.30 erkennt man, daB das Muster der Restfehler nach
wenigen Relaxationsschritten noch sehr stark von den Naherungskoordinaten
abhangig ist. Mit zunehmender Anzahl von Schritten zeigen diese Muster einen
immer ahnlicheren Verlauf und werden bis auf das Vorzeichen immer unabhangiger

von den Ausgangskoordinaten.

3.2.7 Zusammenfassung der Ergebnisse

Bei der Berechnung von geoddtischen Hohen- und Lagenetzen tritt bei der
Methode der konjugierten Gradienten immer das gleiche Konvergenzverhalten auf.
Nach wenigen (ungefahr 10) Relaxationsschritten werden die Abweichungen auf
ungefahr 207 der Abweichungen der Naherungskoordinaten gesenkt. Das Auftreten
von systematischen Mustern weist auf eine gesteigerte Nachbarschaftsgenauigkeit

(Genauigkeit zwischen Punkten, die durch Beobachtungen verbunden sind) hin. Bei
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den weiteren Relaxationsschritten wird zundchst die Nachbarschaftsgenauigkeit
erhoht (die Muster weisen immer weniger Stdrungen auf) und dann die Genauigkeit
zwischen weit auseinanderliegenden Punkten gesteigert (die Muster werden
groBrdumiger). Bis die absolute Genauigkeit der Station auf unter 1/ der Fehler
der Naherungskoordinaten gesenkt werden kann, sind sehr viele
Relaxationsschritte notwendig. Die Anzahl dieser Schritte zur Steigerung der
absoluten Genauigkeit ist sehr stark von der Netzkonfiguration, der

Netzausdehnung und der Lagerung abhingig.

Wie im Abschnitt 3.2.4 aufgezeigt wird, beeinfluBt die gemeinsame Berechnung
mehrerer unabhangiger Teilnetze das Konvergenzverhalten sehr wesentlich. Bei der
Methode der konjugierten Gradienten erweist es sich als nicht sinnvoll, eine
Ausgleichung in Stufen durchzufiihren, wobei im ersten Schritt Teilnetze streng
berechnet werden und in einem weiteren Schritt diese streng berechneten

Teilnetze zusammengefiigt werden.

Der EinfluB der Naherungskoordinaten ist im Kapitel 3.2.6 aufgezeigt. Durch
verschiedene Wahl der Naherungskoordinaten wird das Muster der Restfehler
verdndert, wobei vor allem in der Phase der Beseitigung der absoluten Restfehler

ein sehr ahnlicher Verlauf der Muster erkennbar ist.
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4. Ausgleichung frei-schwimmender Netze mit der Gradientenmethode

Ausgehend von einem allgemeinen Gleichungssystem mit Rangdefekt, das auf
folgende Art geschrieben wird,

Nx-n=10, N ... mxmMatrix, u = Rg(N) (4.1)
soll ein Unbekanntenvektor so bestimmt werden, daB der Betrag des

Losungsvektors x beziehungsweise das innere Produkt xTx zu einem Minimum wird.

Das Gleichungssystem N x - n =0 tritt dabei als Nebenbedingung auf.

F(x,4) = xTx = 24T(N x - n) (4.2)

LBFGCA) & r  arp o

e S XS ATN =D (4.3)
x = N} (4.4)

Um den Losungsvektor eines singularen linearen Gleichungssystems zu

minimieren, muB folgendes erfillt sein:

1) Nx-n=0..x ist eine Losung des inhomogenen Gleichungssystems.

2.) x = N} ... x setzt sich aus einer Linearkombination der Zeilen der

singularen Matrix zusammen.

Fir den Spezialfall, daB die Matrix N eine symmetrische Matrix darstellt, ergibt
sich die spezielle Losung mit der minimalen Lidnge durch eine Linearkombination
der Spalten von N. Die Losung liegt damit im Unterraum, der von der Matrix N

aufgespannt wird.



-4 -

Wendet man die eben gewonnenen Erkenntnisse auf den vermittelnden

Netzausgleich an, so ergibt sich folgende Problemstellung:

Flr den Fall, daB das Netz oder Netzteile nicht eindeutig gelagert sind, wenn
also die Koeffizientenmatrix A nicht vollen Spaltenrang hat, verlangt man, daB
die Quadratsumme der Klaffungen zwischen den Naherungswerten und den
ausgeglichenen Koordinaten ein Minimum werden soll. Nach einer Linearisierung

ergibt sich das singulare Normalgleichungssystem mit

ATA x - ATD =0 . (4.5)

Die Unbekannten x sind nun so zu bestimmen, daB der Betrag von x zu einem

Minimum wird. Die zu minimierende Funktion ergibt sich mit

G(x,4) = xTx - 24T (ATA x - ATI) (4.6)
woraus sich durch partielle Differentiation nach x die Bedingung
x = ATA } (4.7)

ergibt. Daraus folgt, daB jene Losung x des singularen Gleichungssystems die
gesuchte Minimallosung darstellt, fir welche sich der Unbekanntenvektor als
Linearkombination der Zeilen (oder Spalten) von ATA darstellen 1adBt. Dies
entspricht demselben Unterraum, der von den Zeilen von A aufgespannt wird. Die
Existenz einer Losung des singularen Gleichungssytems ist gegeben, da sich AT
im selben Unterraum befindet und daher der Rang von A'A gleich dem Rang des mit
AT] erweiterten Systems ist (siehe z.B. E. Peschl [1970]1, Seite 45). Bei jeder
Gradientenmethode bewegt man sich nur in diesem Unterraum, da die
Relaxationsrichtung durch den Residuenvektor oder eine Kombination von

Residuenvektoren festgelegt wird. Der Residuenvektor befindet sich wie schon
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oben erwahnt immer in diesem Unterraum. Damit ist die oben gestellte Bedingung
immer erfillt, womit im Falle eines Rangdefektes der Koeffizientenmatrix der

Betrag des Unbekanntenvektors automatisch minimiert wird.
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5. Zusammenhang zwischen den Eigenwerten und der Konvergenz der konjugierten

Gradienten

Die Eigenwerte und Eigenvektoren geben die Form der Niveaulinien
beziehungsweise Niveauflachen des Paraboloids (2.3) wieder, wodurch ein direkter
Lusammenhang zwischen der Konvergenz der Methode der konjugierten Gradienten und
den Eigenwerten beziehungsweise Eigenvektoren besteht. Da geodatische Netze
einen speziellen Aufbau (relative Beobachtungen zwischen benachbarten Punkten)
aufweisen, wird in diesem Kapitel zundchst das Verhalten der Eigenwerte und
Eigenvektoren anhand von Nivellementziigen studiert. Der EinfluB der Eigenwerte
und Eigenvektoren auf die Methode der konjugierten Gradienten wird im Kapitel
5.1 durch praktische Berechnungen und im Kapitel 5.3 durch mathematische
Uberlegungen aufgezeigt. Im Kapitel 5.2 wird die Verbindung zwischen den
mittleren Fehlern und den Eigenwerten dargestellt und Moglichkeiten zur

Abschatzung des groBten und kleinsten Eigenwertes behandelt.

5.1 Praktische Berechnungen

Da die Konvergenz der konjugierten Gradienten wesentlich von den Eigenwerten
und Eigenvektoren der Normalgleichungsmatrix abhingt (ETlipsoidachsen), soll
anhand einfacher Beispiele (Nivellementziige) das Verhalten der Eigenwerte im

Zusammenhang mit den Restfehlern der konjugierten Gradienten betrachtet werden.

5.1.1 RegelmaBige Strukturen

Luerst werden die Untersuchungen an regelmdBigen Liniennivellementziigen mit
gleicher Gewichtung und zufdlligen Ndherungskoordinaten durchgefiihrt. Ausgehend
von einem Nivellementzug mit 21 Punkten werden verschiedene Kombinationen der

Festpunktswahl studiert.
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5.1.1.1 Fliegende oder frei schwimmende Zugteile

Im Bild 5.1 wird das Konvergenzverhalten eines fliegenden Polygonzuges bei
der Methode der konjugierten Gradienten dargestellt. Der Nivellementzug besteht
aus 21 Punkten, wobei der erste Punkt fest ist. Die Niherungskoordinaten werden
durch einen Zufallsgenerator ermittelt. Die entsprechenden Linien stellen die
Restfehler der Naherungsldsung nach 5,10,15,18,19 und 20 Relaxationsschritten
dar. Im Bild 5.2 sind fiir jeden zweiten Relaxationsschritt der normierte
Residuenvektor, der Betrag des Residuenvektors, die normierte
Relaxationsrichtung, der Betrag der Verbesserungen dieses Schrittes, der
normierte Restfehlervektor, der Betrag des Restfehlervektors und der maximale

Restfehler wiedergegeben.

Anhand dieser beiden Bilder kann man wieder (siehe Kapitel 3.2.7) erkennen,
daB nach 4 bis 6 Schritten schon eine gute Nachbarschaftsgenauigkeit erreicht
wird. Diese Genauigkeit zwischen benachbarten Punkten wird immer mehr
gesteigert, sodaB sich die Kurve der Restfehler einer Geraden annihert
(18.5chritt). In den beiden letzten Schritten werden diese Restfehler sehr
effizient eliminiert, sodaB man von einem "Umklappen der Geraden" sprechen kann.
Dies wird dadurch erreicht, daB die Relaxationsrichtung fast die gleiche Form
annimmt wie der Vektor der Restfehler (siehe Bild 5.2, unterste mittlere Kurve
und vorletzte rechte Kurve). Typisch fir diesen Effekt des "Umklappens" ist das
Ansteigen des Betrages des Residuenvektors (siehe Bild 5.2, 2.Spalte).

20.Schritt
19.Schritt

18.S5chritt

15.Schritt
10.Schritt

5.Schritt

Bild 5.1: Fliegenden Nivellementzug mit 21 Punkten,
Restfehler nach 5,10,15,18,19 und 20 Relaxationsschritten
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Bild 5.2° Fliegender Nivellementzug mit 21 Punkten;

Naherungskoordinaten und konjugierte Gradienten

bei jedem 2. Relaxationsschritt
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Bei der Betrachtung des Tetzten Restfehlervektors ist zu beachten, daB die

Darstellung den normierten Vektor aufzeigt dessen Betrag beinahe Null ist.
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Bild 5.3: Fliegender Nivellementzug mit 21 Punkten,

Eigenvektoren und Eigenwerte

Bei der Berechnung der Eigenwerte (Bild 5.3) zeigt sich, daB der GroBteil der
Eigenwerte die gleiche GriBenordnung hat. Die restlichen Eigenwerte, ungefahr
ein Viertel, sind etwas kleiner. Der kleinste Eigenwert ist hingegen deutlich
kleiner als alle anderen. Die Eigenvektoren bilden regelmidBige Schwingungen
(Sinusschwingungen), wobei der kleinste Eigenwert eine Schwingung verursacht,
die ungefahr eine viertel Sinusschwingung iiber das gesamte Gebiet darstellt. Je

groBer der Eigenwert wird, umso kiirzer wird die Wellenlinge der Schwingung des
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dazugehorenden Eigenvektors. Jeder Eigenwert verkiirzt die Wellenlange (1/4, 3/4,
5/4 ).

Derzeit am Institut durchgefihrte Studien iber das Verhalten der Eigenwerte
und Eigenvektoren haben gezeigt, daB sich die Eigenwerte und Eigenvektoren eines
fliegenden Nivellementzuges mit beliebig vielen Punkten direkt berechnen lassen.
Da an dieser Studie noch gearbeitet wird, ist hier ohne Beweis die Formel fiir

die Eigenwerte (4;) und die Eigenvektoren (y,) fir den fliegenden Nivellementzug

wiedergegeben,

(2i-1) %
2%(2n+1)

LA 2n21 sin (3;11) Jx =1, ...,n (5.2)

wobei 1 der Index fir den entsprechenden Eigenwert und j der Index fiir den

Ay = 4 sin? . =g , N (5.1)

Koeffizienten im i-ten Eigenvektor darstellt. Die Anzahl der unbekannten Punkte

ist durch n gegeben.

Betrachtet man nun anhand der Bilder 5.1, 5.2 und 5.3 die Restfehler bei der
Methode der konjugierten Gradienten und die Eigenvektoren, so 1dBt sich bereits
nach dem zweiten Relaxationsschritt ein gleiches Verhalten der Restfehler und
des Eigenvektors, der zum Eigenwert 0.144 gehort, feststellen. Ab dem 10.
Schritt zeigt der Restfehlervektor einen ahnlichen Verlauf wie der Eigenvektor,
der zum kleinsten Eigenwert (0.005) gehort.

Eine Unterteilung des Zuges durch einen Festpunkt genau in der Mitte
(Bild 5.4), sodaB zwei symmetrische Teile entstehen, verringert die Anzahl der
notwendigen Relaxationsschritte um die Hdlfte. Die Fehlerfiguren sind infolge
der verschiedenen Naherungskoordinaten zunachst (5.Relaxationsschritt)

unterschiedlich (Tinks Halbschwingung, rechts Viertelschwingung) und weisen
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nach weitern Relaxationsschritten den gleichen Verlauf auf.

10.Schritt

9.Schritt
5.Schritt

Bild 5.4: Symmetrisch gelagerter Nivellementzug;

Restfehler nach 5,9 und 10 Relaxationsschritten

Eine unsymmetrische Unterteilung des Zuges (Bild 5.5), etwa nach einem
Viertel, bestdtigt die Aussage idber das Verhalten bei unabhidngigen Teilnetzen,
die im Kapitel 3.2.4 getroffen wurde. Obwohl bei getrennter Berechnung nur 5
beziehungsweise 15 Relaxationsschritte notwendig wiren, tritt die richtige
Losung erst nach 20 Schritten ein. Auch hier ist wieder die Ausbildung der
Schwingung erkennbar, die sich immer mehr einer Geraden annihert und im letzten

Iterationsschritt "umgeklappt" wird (Ansteigen des Betrags des Residuenvektors).

oo oo —o—o—o—o—o—o——o 20 Schritt

— 15.Schritt
10.Schritt

5.Schritt

Bild 5.5: Unsymmetrisch gelagerter Nivellementzug;

Restfehler nach 5,10,15 und 20 Relaxationsschritten
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5.1.1.2 Zwei oder mehrere Festpunkte, Ausgleichung mit Zwang

Es wird ein Nivellementzug bestehend aus 21 Punkten, wobei die beiden
Randpunkte festgehalten werden, berechnet. Die Niherungshohen des Zuges werden
mit Hilfe eines Zufallsgenerators erzeugt. Die Beobachtungen sind
widerspruchsfrei. Durch das Bild 5.6 wird das Konvergenzverhalten bei der
Methode der konjugierten Gradienten dargestellt. Die Eigenwerte und
Eigenvektoren der Normalgleichungsmatrix sind im Bild 5.7 aufgezeigt. Auch fiir
einen abgeschlossenen Zug lassen sich die Eigenwerte und Eigenvektoren direkt

berechnen (siehe Borre [1979], Meissl [?]).

----- 19.Schritt
15.Schritt

10.Schritt ,
5.Schritt

Bild 5.6: Beidseitig abgeschlossener Nivellementzug;
Restfehler nach 5,10,15 und 19 Relaxationsschritten

Wenn man das Konvergenzverhalten des beidseitig abgeschlossenen
Nivellementzuges anhand von Bild 5.6 und die zugehdrigen Eigenwerte und
Eigenvektoren (Bild 5.7) betrachtet, so wird der Zusammenhang zwischen den
auftretenden Fehlerkurven und den Eigenvektoren der kleineren Eigenwerte wieder

deutlich erkennbar.
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N 8.217

—flvz\jb\f}vlkjL 2.618 \\\—//,//”ﬂ\\ B.897

j&f3t¥xvl\jD&}L 2.312 T S 4o
ANAAN/

NV VYV

Bild 5.7: Beidseitig abgeschlossener Nivellementzug,

Eigenvektoren und Eigenwerte

5.1.2 UnregelmaBige Strukturen

Ausgehend von der regelmaBigen Struktur werden nun unregelmaBige
Versteifungen durch zusatzliche Beobachtungen eingefiihrt. Als Grundnetz dient
ein fliegender Nivellementzug, der am Anfang einen Festpunkt hat. Die

Versteifungen werden willkirlich gewahilt.
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W

Bild 5.8: Nivellementzug mit unregelmaBigen Versteifungen;

Lage- und Beobachtungsplan

6.925 —:k/j%ZJCE\j5~——~ 2.948
6.448 ADAQAVAVBVA 2.828

5.199 %@A 1.977

4.971 1.805
4.478 AN ‘\/\ 1.216
4.399 7Avllv-= 9.985
3.999 \/[’\\//‘ 8.519
3.650 v\/fj\‘ 8.377
3.841 =

RedEIEite:

3.0008 0.823

<7
— |

Bild 5.9: Nivellementzug mit unregelim@Bigen Versteifungen,

Eigenvektoren und Eigenwerte
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Werden diese Versteifungen eingefiihrt (10 zusatzliche Beobachtungen), so
andert sich die GroBenordnung der Eigenwerte. Der kleinste Eigenwert bleibt
weiterhin um eine Zehnerpotenz kleiner als alle anderen, die wiederum alle
ungefahr die gleiche GroBenordnung haben (Bild 5.9). Der Unterschied zwischen
dem kleinsten und dem zweitkleinsten Eigenwert andert sich durch die
Versteifungen jedoch kaum (vergleiche Bild 5.3 und 5.9). Der zum kleinsten
Eigenwert gehorende Eigenvektor beschreibt wieder einen Viertelbogen mit
leichten Abweichungen. Alle anderen Eigenvektoren zeigen stdrkere Abweichungen

vom Verlauf der Vektoren beim regeimaBigen Nivellementzug (Bild 5.3).

Das Konvergenzverhalten der Gleichungsauflosung (Bild 5.10) zeigt das gleiche
Verhaltensmuster wie in den vorhergehenden Fdllen. Es tritt lediglich durch die
Versteifungen im Netz eine raschere Konvergenz ein. Die Fehlerfiguren bleiben
gleich, nur der Betrag der Fehler wird kleiner. Die Steigerung der Konvergenz

ist nicht sehr groB (vergleiche Bild 5.1).

18.Schritt

15. Schritt
10.Schritt

5.Schritt

Bild 5.10: Nivellementzug mit unregeimaBigen Versteifungen;
Restfehler nach 5,10,15 und 18 Relaxationsschritten

AnschlieBend wird das Konvergenzverhalten bei Naherungskoordinaten mit
systematischen Fehleranteilen getestet. Das oben erwidhnte Konvergenzmuster tritt
dabei noch gesteigert auf. Die Restfehler sind vorerst groBer und die Anderungen
der letzten Schritte sind noch signifikanter. Dieser Fall von

Naherungskoordinaten mit gebietsweise systematischen Fehleranteilen wird in
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der geodatischen Praxis durch die Art der Berechnung der geniherten Koordinaten

sehr oft auftreten.

5.2 Abschatzung des groBten und kleinsten Eigenwertes bei Nivellementketten

Wenn man die Normalgleichungsmatrix und die Inverse der Normalgleichungs-
matrix aufspaltet in die Matrix der Eigenwerte (Spektralmatrix L) und die der

Eigenvektoren (Modalmatrix V), so gelangt man zu folgenden Formeln:

T

=
1}

VLY (5.3)
L=yttt (5.4)

[t
1]

Betrachtet man die kleinsten Eigenwerte eines groBen geoddtischen Netzes, so
erkennt man, daB je nach der Art des Netzes wenige Eigenwerte sehr klein im
Verhaltnis zu den anderen Eigenwerten werden. Die inverse Normalgleichungs-
matrix errechnet sich, wie die obigen Formeln zeigen, aus den Eigenvektoren und
aus der inversen Eigenwertmatrix. Bei der Inversion dieser Diagonalmatrix werden
die reziproken Eigenwerte gebildet. Die Hauptanteile der inversen Matrix werden
dort gebildet, wo groBe Glieder in ! stehen, das heiBt, die Eigenwerte sehr
klein waren. Da die Eigenvektoren normiert sind, liegen alle Komponenten der
Eigenvektoren zwischen Null und Eins. Wenn das Verhaltnis zwischen dem kleinsten
und zweitkleinsten Eigenwert groBer als 1:10 ist, so dominiert nur der kleinste
Eigenwert die erste Ziffer der Diagonale der inversen Normalgleichungsmatrix und
damit die quadratischen mittleren Fehler der Unbekannten. Im folgenden Beispiel
wird die Berechnung von (5.4) nachvollzogen, wobei nur diese dominanten Werte

fur die Berechnung verwendet werden.

Beispiel: fliegender Nivellementzug mit 19 Unbekannten
l,1n1= 0.0065 xn,nz = (.0581
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Unbekannte m? EV(dgin) EV(Agin EIEV(Agin daax )/ Aginl
1 1 0.026 1.3
2 2 0.052 2.6
3 3 0.077 3.8
4 4 0.101 5.0
5 5 0.126 6.2
b b 0.149 /1.3
/ / 0.171 8.4
8 8 0.192 9.5
9 9 0.212 10.5

10 10 0.231 11.4
11 11 0.248 12.2
12 12 0.264 13.0
13 13 0.277 13.7
14 14 0.289 14.3
15 15 0.299 14.8
16 16 0.308 15.2
17 17 0.314 15.5
18 18 0.318 15.7
19 19 0.320 15.8

My .. mittlerer Fehler des Punktes i

Aain oo, kleinster Eigenwert

EV(da4,) .... Eigenvektor des kleinsten Eigenwertes

EV(dgin)aax - Maximalwert von EV(d,,,)

Eine ungefahre Abschatzung fiir den kleinsten Eigenwert ergibt sich damit durch
den Vergleich des groBten mittleren Fehlers mf,, mit der entsprechenden

Berechnungsmoglichkeit mit dem dominanten Eigenwert

e = EVOindaee * EVOhayodyay / hogn . (5.5)
Woraus sich eine Abschatzung fir den kleinsten Eigenwert mit

Mwin = (EVQg;n)aae ]2 / M2, (5.6)

ergibt. Wenn man nun den Verlauf des kleinsten Eigenvektors von Netzen mit

lokalen Beobachtungen betrachtet, so erkennt man, daB der zum kleinsten
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Eigenwert gehdrende Eigenvektor einen sehr ruhigen Verlauf besitzt. Dieser

Verlauf kann bei fliegenden Netzen mit Geraden und bei eingehingten Netzen mit
Bagen angendhert werden. Da der Betrag des Eigenvektors gleich Eins ist, kann
man verschiedene grobe Niherungsformeln fir den groBien Wert des zum kleinsten
Eigenwert gehorenden Eigenvektors angeben. Eine migliche Abschatzung ist eine

von einem Festpunkt ansteigende Gerade

EVhginduax = /N2 7 ( 1422432+ +(n-1)24n2) (5.7)

EVdyyaey = 3/ 3/0 (5.8)
oder eine parallele Gerade

EV(Agindaex = 1 /7 ¥ (5.9)
Die erste Abschitzung (5.7) wird meist zu groB ausfallen, die zweite Abschatzung
(5.9) fallt zu klein aus. Fiir den fliegenden Polygonzug mit 19 Unbekannten

erhalt man folgende Ergebnisse fir die Schatzung des kleinsten Eigenwertes
(Agin = 0.0065):

m = 19 EV(Rgin)aex
EV(thn)nnx

0.382 4., = 0.0077
0.229 A, = 0.0028

(5.10)

Fir den dberbestimmten Fall eines Nivellementzuges mit unregelmiBigen
Versteifungen (Bild 5.8) ergeben sich damit die Schitzungen fir den kleinsten
Eigenwert (4,,, = 0.023) (Bild 5.9).

0.033
0.012

m =420 EV(lyyn)laay
EV(lnin)nax

0.373 4y,
0.224 A,

(5.11)

1]
n
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Der groBte Eigenwert kann mit Hilfe des Kreisesatzes von Gerschgorin mit
ausreichender Genauigkeit abgeschitzt werden. Dieser Kreisesatz gibt folgende
Aussage iber die Lage der Eigenwerte: Man berechne in jeder Zeile der Matrix die
Summe der absoluten Betrdge der Koeffizienten n;, unter Auslassung des

Diagonalgliedes, also die GroBen
T P T LTI I 1 PP U PR B (5.12)

Wenn man diese Summen nun um die Mittelpunkte n;; auf einer komplexen
Zahlenebene auftrdgt, so iiberstreichen diese Kreise jenes Gebiet, in dem alle
Eigenwerte liegen. Da bei den Normalgleichungen nur positive, reelle Eigenwerte
auftreten, ist in diesem Fall nur eine Ausbreitung auf der reelen Achse von
Interesse. Da das Diagonalglied ebenfalls immer positiv ist, kann man den

groBten Eigenwert durch folgende Formel abschitzen:
n .
bax < {F) Inyyl }max i=1, ..., n (5.13)

Fir die beiden zuvor angegebenen Beispiele des fliegenden Nivellementzuges (Bild
5.1) und des unregelmaBig versteiften Nivellementzuges (Bild 5.8) ergibt sich
fir den Fall ohne Oberbestimmung eine Abschatzung von A,,,<4 und der wahre Wert
betragt Aq,,=3.97 (Bild 5.3). Fiir den Fall der unregelmiBigen Versteifungen
ergibt sich der Wert 10 als Abschdtzung und 6.92 als wahrer Wert (Bild 5.9).

5.3 Mathematischer Zusammenhang

Um den mathematischen Zusammenhang zwischen dem Verhalten der konjugierten
Gradienten und den Eigenwerten beziehungsweise den Eigenvektoren herzustellen,

sind hier die verwendeten Formeln (2.36),(5.3) und (5.4) wiedergegeben.



- h8 -

pti? . Relaxationsrichtung
gy ... Langenfaktor in Relaxationsrichtung
e; ... Koeffizient der Linearkombination des Residuenvektors

mit der alten Relaxationsrichtung

N.,n ... lineares Gleichungssystem

r(ﬂ) = N X(O) +N

p(ﬂ) :_r(O)
Fir den i-ten Relaxationsschritt (i=0,1,2,... ) gilt:
TIAREL Y )
& = )T ri-1
fur 121
priv = — ptid 4 g pti-t}
J
(pf1)T 0t ]
qy = (p 1T )TRpt T
fur 120
x(i"‘[) = x(i) _{.qi p(i)
r(i'l'l) = r('i) + q1 Np(i) J (514)
Eigenwerte:
L ... Diagonalmatrix mit den Eigenwerten (Spektralmatrix)
V ... Matrix der Eigenvektoren (Modalmatrix) VT =V-t VT V =]
(1-te Spalte entspricht dem i-ten Eigenvektor)
N ... Normalgleichungsmatrix
L=V NV (5.15)
N=V LV (5.16)
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Betrachtet man die Formeln zur Berechnung des Residuenvektors rfi' = Nx‘i)+n und

wah1t eine Spektraldarstellung der Normalgleichungsmatrix, so ergibt sich

rtid =V LVr x4+ (5.17)

Aus dem inneren Produkt der Eigenvektoren mit der Naherungslosung VTx‘i® ergeben
sich bei zufdalliger Verteilung der Niherungskoordinaten lauter gleich groBe
Komponenten. Haben die Naherungsidsungen jedoch Restfehler, die in Richtung des
Eigenvektors zum kleinsten Eigenwert zeigen, so wichst dieses innere Produkt an
und diese Komponente wird groBer als alle anderen. Diese inneren Produkte werden
nun mit den Eigenwerten multipliziert. Daraus ergibt sich, daB der
Ergebnisvektor stark unterschiedliche GroBenordnungen aufweisen kann. Jene
Komponente, die zum kleinsten Eigenwert gehdrt, wird sehr klein sein. Der
Residuenvektor ergibt sich nun durch eine Linearkombination der verschiedenen
Eigenvektoren. Da die Komponenten zu den Eigenvektoren der kleineren Eigenwerte
sehr klein sind, bleiben deren Beitrage sehr lange nahezu wirkungslos. Die neue
Relaxationsrichtung ergibt sich aus einer Kombination des Residuenvektors und
der vorhergehenden Relaxationsrichtung. Da in diesen beiden Vektoren die
Richtungen der groBeren Eigenwerte vorherrschen, muB solange iteriert werden,
bis das innere Produkt der Eigenvektoren mit der Naherungsldsung nur mehr
Komponenten in Richtung des Eigenvektors, der zum kleinsten Eigenwert gehirt,
hat. Somit verschwinden alle anderen Komponenten (inneren Produkte) und die
Fehler in Richtung dieses Eigenvektors konnen eliminiert werden. Dieser Effekt
tritt auch bei der praktischen Berechnung auf und wird dort mit "Umklappen"
bezeichnet. Das typische Ansteigen des Betrages des Residuenvektors ist dadurch
zu erklaren, daB das innere Produkt der Naherungslosung mit dem Eigenvektor
plotzlich einen groBen Wert aufweist und somit der volle Betrag des Restfehlers
in den Residuenvektor eingeht. Die letzte Relaxationsrichtung entspricht fast

genau dem kleinsten Eigenvektor (vergleiche Bild 5.2 mit 5.3 und 5.9 mit 5.12).
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Da der Betrag des Residuenvektors widchst, wird der Faktor e; grdBer als Eins.
Die neue Relaxationsrichtung wird also einstweilen sehr von der vorhergehenden
beeinfluBt. Wenn dann der Betrag des Residuenvektors auf sehr kleine Werte
fallt, geht in die Relaxationsrichtungen fast nur der Residuenvektor ein, der in

diesen Fallen schon stark von den Eigenvektoren mit den kleinsten Eigenwerten
beeinfluBt wird.

—%%x;ﬁgfczz\7§;7‘f‘ 1273.8 -474.2
JV“A]VYMV 0978.7 ‘IW%CVA 19024 _\’\//\\/\ 96058 -220.1

W 2336.8 ;W[/\;WA 0416.7 \_’\/'\\( p422.6 -176.9

_/4\\thr‘}\\//,ﬂ~ ot _\\-//PJA\‘\V/“\’\/ 0136.7 o 0354.4 -142.2

—Zx::gf“xyprviivﬁ 2966.0 /\~/N\’\ 0089.2 0308.5 -108.1
y = —_

V%vﬁ ee24.3 A\ /\VV/—\\’\A 8031 .3 8281.3 -086.7
\_}\——
A‘V%&{F 0918.3 \/\\/\/\/ 0e31.8 — 9256.8 -069.6

B222.6 -058.8

_:::zfiit:]&ﬁ§;7bva,4 2211.6 0023.8 0126.6 -939.3
W\\,_/W
_:\;%ﬁvzﬁ\;flkxlﬁ\ 2216.6 SV 8052.9 \”\VP\,/A\/"/\\ pe01.3 -000.8

Irl TﬁT q*lpl A IAX] BXg oy

/Ax/

Bild 5.12: Nivellementzug mit unregelmaBigen Versteifungen;
Naherungskoordinaten und konjugierte Gradienten

bei jedem 2. Relaxationsschritt
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Aus dem Vorangegangenen erklart sich auch unmittelbar der Zusammenhang
zwischen den Naherungskoordinaten und der Richtigkeit der erreichten
Naherungslosungen. Die Naherungsldsung ist zumindest noch soweit entfernt, wie
die Projektion der Naherungsldsung auf die Richtung des "kleinsten" Eigenvektors
( Eigenvektor zum kleinsten Eigenwert ) ausmacht. Bei kleinen systematischen
Verfdlschungen der Naherungskoordinaten wird der absolute Restfehler noch sehr
groB sein. Lokale Restfehler werden sehr schnell eliminiert. Bei sehr groBen
systematischen Verfalschungen ( das innere Produkt des kleinsten Eigenvektors
mit der Naherungslosung ist sehr groB und alle anderen Produkte der
Eigenvektoren mit der Naherungsldsung sind verhdltnismaBig klein, so wie
Amax:Amin ) tritt eine raschere Beseitigung dieser systematischen Fehler auf.

Die erlangten Losungen zeigen dann dhnliches Verhalten wie ohne systematischen
Fehler.

Betrachtet man den Spezialfall, daB die Normalgleichungsmatrix eine
Diagonalmatrix mit lauter gleich groRen Elementen ist, so ergeben die Schnitte
der Niveauflachen x=const. der zu minimierenden quadratischen Funktion F(x) mit
beliebigen Ebenen immer Kreise. Der Mittelpunkt der Kreise einer Schnittebene
1st der Mittelpunkt aller anderen Kreise. Daraus ergibt sich, daB der

Kreismittelpunkt die gesuchte Losung ist und in einem Schritt ermittelt wird.

5.4 Zusammenfassung der Ergebnisse

Es besteht ein sehr enger Zusammenhang zwischen den Eigenwerten, den
zugehorigen Eigenvektoren und dem Konvergenzverhalten der Naherungsldsung bei
der Methode der konjugierten Gradienten. Bedingt durch den starken
GroBenunterschied zwischen der Mehrheit der Eigenwerte und dem (den) kleinsten
Eigenwert(en) ist dessen (sind deren) Eigenvektor(en) fir das
Konvergenzverhalten und das Muster der Restfehler bei der Methode der

konjugierten Gradienten dominierend. Dieser Eigenvektor ist fir das groBraumige
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Muster der Restfehler zustandig. Da dieser Eigenwert sehr klein im Verhdaltnis zu
den anderen Eigenwerten ist, ist er bei der Bildung der inversen
Normalgleichungsmatrix und damit bei der Berechnung der mittleren Fehler
dominant. Damit kann eine Beziehung zwischen der Genauigkeit der Naherungsldsung
und den mittleren Fehlern hergestellt werden:

In Gebieten, wo ein groBer mittlerer Fehler auftritt, wird die

Naherungs10sung ungenauer sein als in Gebieten, wo nur kleinere mittlere Fehler

auftreten.

Die Genauigkeit der erreichten Losung hangt unmittelbar mit der Anzahl der
Relaxationsschritte und der Verteilung der Eigenwerte zusammen. Haben mehrere
Eigenwerte die gleiche GroBenordnung, oder genauer, sind die inneren Produkte
der Naherungslosung mit den Eigenvektoren, multipliziert mit den entsprechenden
Eigenwerten (siehe 5.17), ungefdhr gleich groB, so werden diese Fehler in einem
Schritt eliminiert. Die Reihenfolge der Elimination der Fehleranteile ist direkt
abhangig von der GroBe dieser inneren Produkte. Das bedeutet andererseits, daB
Jene Fehler, die in Richtung der Eigenvektoren, die zu kleinen Eigenwerten
gehoren, zu liegen kommen, erst dann eliminiert werden, wenn alle anderen Fehler
schon mit einer Genauigkeit, die dem Verhdltnis des groBten zum kleinsten

Eigenwert (lg.,:4g¢,) entspricht, eliminiert sind.

Bei schlechter Konditionierung, wenn also das Verdltnis zwischen groBtem und
kleinstem Eigenwert sehr groB ist, kann es auf Grund der beschrinkten

Liffernanzahl bei der Berechnung zu Konvergenzschwierigkeiten kommen.

Wenn wihrend der Berechnung iber konjugierte Gradienten mit der
Naherungslosung die Koeffizienten der Beobachtungsgleichungen neu berechnet
werden, wird die gute Nachbarschaftsgenauigkeit gestort. Durch oftmalige

Neuberechnung der Koeffizienten wird die Nachbarschaftsgenauigkeit immer wieder
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gestort, wodurch es bei der Konvergenz der Methode der konjugierten Gradienten
zu Schwierigkeiten kommen kann. Die globalen Fehleranteile konnen nur dann
eliminiert werden, wenn die Tokalen Beziehungen mit ibertriebener Genauigkeit

berechnet sind.
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6. Konvergenzbeschleunigung der konjugierten Gradienten bei Netzen mit lokalen

MessqroBen

Die im Kapitel 3 aufgezeigten Schwichen der konjugierten Gradientenmethode
treten bei groBen Netzen mit lokaler Messanordnung immer sehr deutlich zu Tage.
Solche Netze sind zum Beispiel geoddtische Hohen- und Lagenetze, kinnen jedoch
auch Schwerenetze oder allgemein schwach besetzte Gleichungssysteme sein. Da
dabei die globalen Restfehler mit der Gradientenmethode nur sehr schwer zu
eliminieren sind, konnen solche Netze kaum mit einem verniinftigen Zeitaufwand
berechnet werden. Zu Schwierigkeiten bei der Konvergenz beim Verfahren der
konjugierten Gradienten kann es kommen, wenn das Verhdltnis des grdBten und
kleinsten Eigenwertes sehr groB wird. Auch durch die beschrinkte Ziffernanzahl
kann es bei der Berechnung zu ungenauen, ja sogar zu unbrauchbaren Ldsungen

kommen.

Um diese Schwierigkeiten zu umgehen, wird nun versucht, diese globalen Muster
der Restfehler durch Approximationsverfahren zu ermitteln und dadurch die
Methode der konjugierten Gradienten zu unterstiitzen. Damit soll eine grdBere
Stabilitdt und eine Konvergenzbeschleunigung erreicht werden. Die konjugierten
Gradienten sollen dabei die Tokalen Unstimmigkeiten beseitigen, mit Hilfe der

Approximation sollen die globalen Anomalien erfasst und entfernt werden.

6.1 Eindimensionaler linearer finite Elementeansatz

Fir den eindimensionalen Fall werden zundchst lineare Elemente gewdhlt, die
die globalen Muster der Restfehler mdglichst rasch beseitigen sollen. Es ergibt

sich damit die im Bild 6.1 dargestellte Approximationsaufgabe.
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ulx)

Bild 6.1: Approximationsaufgabe

Die Kurve der Abweichungen wird stiickweise durch lineare Elemente angenihert.
Greift man ein Element heraus (Bild 6.2) und wihlt als Trager das
Einheitsintervall, so ergibt sich die Formel (6.1) zur Berechnung der

Funktionswerte.
ulx)

Bild 6.2: Element im Einheitsintervall

ulf) = ¢p + o F 0 (6.1)

A
e
A

—

Wenn man diesen Ansatz fiir alle Felder wih1t, so erhilt man pro Feld eine zu
approximierende Gerade. Damit ein stetiger Ubergang zwischen den einzelnen
Feldern gewdhrleistet ist, muB man Bedingungen fiir die Koeffizienten Cy und c,
einfuhren. Eine andere Moglichkeit besteht darin, daB man die Koeffizienten
transformiert und als neue Unbekannte direkt die Funktionswerte in den
Randpunkten einfiihrt. Durch Identifikation der Funktionswerte bei benachbarten
Elementen ist der stetige Ubergang sofort gewihrleistet. Diese Transformation

1st leicht durchzufihren. Betrachtet man zunichst die Funktionswerte in den
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Stutzstellen, so ergibt sich

ul(0)
u(l)

¢, (6.2)
G * €y, (5.3)

woraus die Umkehrung gegeben ist mit

Co = ulD) (6.4)
-u(0) + ufl) . (6.5)

¢

Setzt man nun die beiden Formeln (6.4) und (6.5) in den Geradenausdruck (6.1)

ein, so erhalt man

uE) = (1-F) ul0) + ¥ ull) . (6.6)

Diese Gleichung beschreibt die lineare Funktion, wobei als Unbekannte direkt die
Funktionswerte in den Stiitzstellen aufscheinen. Bezeichnet man diese unbekannten
Funktionswerte mit Indizes u;, i=0, ... ,n und geht wieder von der lokalen

Darstellung ab, so ergeben sich die Geradengleichungen

(x-h*i-x,) / h (6.7)
INT ({(x-xq)/h)

ulx) = (1-§) uy + £ u,,, 4

—
1

wobei u;=u; (0) beziehungsweise u,_, (1) bedeutet. Mit x, wird ein Anfangswert und
mit h die Intervalldnge bezeichnet. Man erkennt hier sehr schon das Tokale
Wirken der Unbekannten. Der EinfluBbereich (Trdger) einer Unbekannten betragt
die zweifache Intervalldnge. Die Gesamtkurve wird angenihert durch eine
Linearkombination der Basiselemente, wobei ein Basiselement die im Bild 6.3
dargestellte Form hat.
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Bild 6.3: Eindimensionales Basiselement

Durch die Linearkombination dieser Basiselemente ergibt sich die im Bild 6.4

aufgezeigte Kurvenanndherung,

Bild 6.4: Linearkombination von eindimensionalen Basiselementen

die einen stetigen Obergang an den Stiitzstellen gewdhrleistet.

6.2 Eindimensionaler kubischer finite Elementeansatz

Lur Approximation sind bereichsweise kubische Polynome zugelassen, deren
lokaler Ansatz durch die Formel (6.8) gegeben ist.
U(g) = cp + o & + 82 + ¢y f?

ul¥) 1 (6.8)

n
u Mw
L)
vy
o
/A
vre
A

Dieses Polynom, welches im Einheitsintervall definiert ist, hat die Unbekannten
¢y, 1=0, ... ,3. Um mehrere solche Polynome stetig miteinander verkniipfen zu

konnen, wird auf die Funktionswerte und die ersten Ableitungen in den
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Stitzstellen als neue Unbekannte ubergegangen. Durch die Identifizierung der
Funktionswerte und der ersten Ableitungen in den Stiitzstellen kann ein stetiger

Ubergang und eine stetige erste Ableitung zwischen benachbarten Elementen

erreicht werden.

dduég) = u'(E) = ¢, + 2c,F + 3c,F? (6.9)

Wenn man in die Funktionen u(¥) und u'(f) (Formel (6.8) und (6.9)) die Randwerte

des Gebietes einsetzt, so erhilt man

u (D)
u'(0)

]
]

Cq ul) =c¢y +c¢, +c, +c

(6.10)

¢, u'(l) = ¢ + 2¢, + 3c, .
FaBt man die Formeln (6.10) in Matrizen zusammen, so ergibt sich der Obergang
von den Unbekannten ¢ ( ¢,, i=0, ...,3 ) auf die neuen Unbekannten u ( u(0),

u'(0),ull),u'(1) ) in folgender Form.

u=Aac (6.11)
100 0 ] w0 ] ¢, |
01 0 0 u'(0) c,
A= u-= c =
L 111 u (1) c,
012 3 ] | u'(l) [ ¢y ]

1 0 0 0]
0 1 0 0

c= Aty AL o= s o s (6.12)
2 12 1
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Somit 1aBt sich das kubische Polynom (6.8) auch folgendermaBen darstellen, wobei
die neuen Unbekannten die Funktionswerte und die ersten Ableitungen in den
Stutzstellen sind:

wg) =11 g g gl oc-=
=01 F g Bl Au (6.13)
0 0 0 [ ou]
Cirp o 0 1 0 0 u'(0) perel
-3 -2 3 -l u (1)
21 2 ]| utn ]

Multipliziert man die beiden Matrizen vor den Unbekannten, so erhdlt man die

Funktionen, die den EinfluB der Unbekannten auf das Gebiet festlegen:

ule) = Nyu(0) + Nyu'(0) + Nyull) + Nyu'(l) (6.14)
N, =1 - 382 +2p°

N = - 28t g

N, = 3§82 - 282

Ny = -F2 + F°

Fir die erste Ableitung des Funktionswertes ergibt sich

u'(g) = Ngul0) + Ngu'(0) + Nyu(l) + Nyu'(1) (6.15)
Ny = N,' = -BF + 6F2

NG=N2I=1_4Z+3§2

N, = Ny’ = 6F - 6F2

N°=N"=“2{+3§2 .
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Fuhrt man von diesen acht Funktionen (siehe Bild 6.5) die Funktionen N, und N,

als Grundfunktionen y(t) und w(t) ein, so lassen sich alle anderen Funktionen
direkt darstellen.

r(t) =1 - 3t2 + 212 = N, () = -6t + 6t2 = N

olt) =t - 2t2 + t3 =N\, ' (t) =1 - 4t + 3t2 = N;

r(1-t) = 3tz - 2t = N, '(1-t) = 6t - 6tz = N,

wll-t) =tz - t* = -\, o'(1-t) = 2t - 3t = -Ng

(6.16)

N‘ \ Ns

0.0 0:.2 B:.4 0=.6 B:.B |:.9 2.0 8.2 2.4 2.6 0.8 1.0 _
No Ne \\\\\\\

GJ.B .2 2.4 2.6 2.8 1.8 2.2 2.2 2.4 B.6 B.8 1.0
’ 4,//////////////—_ "

0[.; B=.2 B:.4 Q:.S G:.B 1:.0 0.0 B=.2 B:.4 G=.6 G:.S l..B ,
N4 ‘ Ne /

2.2 2.2 2.4 2.6 8.8 1.8 .2 .2 2.4 0.6 3.8 1.0

Bild 6.5: Formfunktionen der eindimensionalen kubischen Elemente

Fuhrt man anstatt des Parameters ¥ einen Parameter ¥; bezogen auf den
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entsprechenden Randpunkt ein (§;: j=0- ¥;=F ; j=1- ¥;=1-F), so ergibt sich die

Formel fur den Funktionswert und dessen Ableitung mit

1
ug) = Y glE) uld) + (=13 elE) u'(g) (6.17)
J=10

1
u'(F) = ) (-1 pCE) ulq) + o' () u'(]) . (6.18)
i=0
Verallgemeinert man den Bereich auf eine Intervaildnge h und den Anfangsknoten

an der Stelle x,, so folgt

><

E=(x-xy) / h, X = E*h + xq 2y = N

9t !
du _ Qu_ 3x _,2u
4 3¢ X3 : h 3y (6.19)
bezeichnet man ferner
=F = (x-xg) / h,
b = ¢ ' (5.20)
£, = 1-F = h - (x-x,) / h,
so ergibt sich
1
ulx) = Z rUE;) ulj*h) + (=104 w(E;) h u'(j*h) (6.21)
i=t
1
u'(x) = % J}; (=13 ' (Ey) ulj*h) + w'(¥;) h u'(j*h) . (6.22)
Benennt man die unbekannten Funktionswerte und die unbekannten ersten
Ableitungen mit Indizes u,, u{, i=0, ... ,n und geht auf mehrere Intervalle

iber, so ergibt sich die Darstellung
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1
ul(x) = ) ) Uiyy + (D alEy) houfyy (6.23)
j=0

1
WO =Y D8 ) Ly et bl (5.24)
j=0

o

1= INT ( (x-xq) / h ),
£y = (x-h(i+j)-x,) / h .

(6.25)

Jeder Funktionswert 1aBt sich durch eine Aufsummierung der vier entsprechenden

Unbekannten leicht errechnen.

6.3 Anwendung auf das Liniennivellement

Es wird eine Kombination der konjugierten Gradientenmethode und der
Approximation durch finite Elemente berechnet. Nach einigen Relaxationsschritten
mit Hilfe der konjugierten Gradienten (KG-Iterationen) wird die Berechnung
unterbrochen und die globalen Restfehler der Niherungsldsung werden durch eine
Approximation mit finiten Elementen ermittelt (FE-Iteration). In den gendherten

Verbesserungen treten diese globalen Restfehler als systematische Anteile auf.

Betrachtet man eine Beobachtungsgleichung fiir einen gemessenen
Hohenunterschied
h1j +V:AHJ _AHi +HJ° —Hiu ' (626)
wobei hy; der gemessen Hohenunterschied, AH, AH, die unbekannten Hohenzuschlige

und H;? H;® die Naherungshohen sind. Bei der Approximation (Generalisierung)

werden die Unbekannten AH; AH; durch Funktionen approximiert.
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u(Lage von H;) = AH, (6.27)

Dadurch kann eine gegenseitige Beeinflussung von benachbarten
Unbekanntenzuschlagen erzwungen werden. Das globale Muster kann damit errechnet
und die Restfehler eliminiert werden. Die Beobachtungsgleichungen erhalten damit
folgende Form:

hiy + v = uflLage von Hy) - ufLage von H;) + Hs® - H;° (6.28)

Da die Beobachtungen fast nur zwischen benachbarten Punkten durchgefiihrt werden,
kann der Unterschied der Funktionswerte durch die Steigung u' im Mittelpunkt H,
und die Entfernung s der beiden Stationen ermittelt werden, sodaB sich folgende

Beobachtungsgleichung ergibt, wenn beide Stationen unbekannte Hihen aufweisen:

hyy + v = u'(Lage von Hy)xs + Hy® - H,0 (6.29)

Bei dieser Generalisierung der Unbekannten werden finite Elemente verwendet. Das
Gebiet wird in regelmaBige Teilstiicke geteilt und in jedem Teilstiick wird ein
lineares oder kubisches Polynom zur Bildung der Funktion verwendet. Wie in den
beiden vorangehenden Abschnitten 6.1 und 6.2 erlautert wird, ergeben sich die
Funktionswerte durch Linearkombinationen von Formfunktionen, wodurch eine glatte
Funktion und im kubischen Fall auch eine stetige erste Ableitung erreicht wird.
Durch diesen Ubergang von den individuellen Stationsunbekannten AH; auf
unbekannte Funktionen wird eine wesentliche Reduktion der Unbekanntenanzahl
erreicht. Mit den neuen Unbekannten, den Funktionswerten (und ersten
AbTleitungen) an den Gitterpunkten u, beziehungsweise u,,u, ', die die Faktoren
fir den EinfluB der entsprechenden Formfunktionen darstellen, ergibt sich

folgendes neues Ausgleichsproblem (siehe (6.30)).

hey +v = Flug,u") (6.30)
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Die individuellen Stationsunbekannten AH; lassen sich aus der Funktion
rickrechnen und ergeben sich aus den Formeln (6.7) beziehungsweise (6.23) als

Linearkombination der Formfunktionen.

Um die Funktion eindeutig berechnen zu kinnen, sind Festpunkte notwendig.
Werden nur Hohenunterschiede verwendet, so werden nur die ersten Ableitungen der
Formfunktionen beniitzt. Da sich die Formfunktionen der ersten Ableitungen
(parallele Geraden zur Grundlinie im Tinearen Fall - Ny und N, (siehe Bild 6.5)
im kubischen Fall) nicht unterscheiden (auBer im Vorzeichen), is eine eindeutige
Berechnung nicht moglich. Tritt in den Beobachtungsgleichungen ein Festpunkt
auf

!

AH; = u(Lage von H;) =10 (6.31)

so verandert sich die Beobachtungsgleichung (6.28) beziehungsweise (6.29) zu

hyy + v = ullage von Hy) + H," - H; . (6.32)

Damit ergeben sich als Formfunktionen allgemeine Geraden im linearen und die
Funktionen N; und N; im kubischen Fall, womit die eindeutige Berechnung maglich
wird. Sind keine Festpunkte im Netz oder Teilnetz, vorhanden so kann die
absolute Lage durch zusdtzliche Bedingungen festgelegt werden (z.B.

Biegungsbedingungen siehe Kap. 6.7 und H. Ebner [1979]).

Beispiel:

Im folgenden wird an Hand des unregelmaBig verstarkten Nivellementzuges (Bild
9.8) vom vorhergehenden Kapitel dieses kombinierte Verfahren getestet und der
Methode der konjugierten Gradienten gegeniibergestellt. Nach jeweils 5
Relaxationsschritten wird eine Approximation durchgefihrt, wobei iber das

gesamte Gebiet zwei kubische Elemente gelegt werden, die an den Randern etwas
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iber das Beobachtungsgebiet hinausreichen. Bei dieser Wah] der Elemente wird das
urspringliche Gleichungssystem mit 20 Unbekannten durch ein System mit 6

Unbekannten generalisiert.

Ergebnisse:

konjugierte Gradienten kombiniertes Verfahren

Schritt  Irl [Ax| Mgy Irl [Ax1 MXgax

0 1273.0 -474 2 1273.0 -474.2

1 4415 .6 744 .2 -278.9 44156 1442  -278.9

2 978.7 605.0 -220.1 978.7 605.0 -220.1

3 528.4 510.1 -167.5 528 .4 910.1 -167.5

4 336.8 422.6 -176.9 336.8 422.6 -176.5

5 187.9 391.3 -163.3 187.9 391.3 -163.3

l.FE 59.5 -25.9

b 1110 354.4  -142.2 121.5 47.0 -22.1

1 122.5 324.3 -122.5 55.1 34.5 -15.7

8 66.0 308.5 -108.1 33.4 30.8 -11.9

9 38.7 298.9 -99.9 12.4 29.9 -11.0

10 24.3 281.3 -86.7 6.5 29.3 10.5

2.FE 2.7 -1.2

11 23.1 212.8 -17.1 5.7 2.1 -0.9
12 19.3 256.8 -69.6
13 13.8 2479 -65.6
14 10.8 222.6 -98.0
15 20.7 183.2 -51.1
16 11.6 126.6 -39.3
17 20.8 27.6 -9.8
18 16.6 1.3 -0.8

Wie aus den oben angefiihrten Zahlen fiir den Betrag des Restfehlervektors IAx|
und der maximalen Restfehler Ax,,, zu erkennen ist, senkt sich der Fehler bei
der ersten FE-Iteration um ungefihr 5/6. Bemerkenswert ist die gute Konvergenz
der weiteren KG-Iterationen nach dieser ersten Approximation. Nach ungefahr finf
Relaxationsschritten verlangsamt sich die Konvergenzgeschwindigkeit. Die nun
durchgefiihrte neue Approximation mit derselben Feldeinteilung wie friiher 1aBt
den Restfehler auf unter 0.25/ der Ausgangsfehler absinken. Da die Felder sich
nicht verandert haben, ist bei dieser Approximation lediglich die rechte Seite

mit den Funktionswerten neu zu rechnen und zu reduzieren.
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Schon zu erkennen ist die Wirksamkeit dieses Verfahrens, wenn man die

Restfehler der Unbekannten vor und nach der Approximation aufzeichnet.

1. FE- Approximation

5.Relaxationsschritt

Bild 6.6: UnregelmiBig versteifter Nivellementzug;,

Reduktion der Restfehler durch die 1.FE-Iteration

Diese verbleibenden Fehler werden nun in 10-facher VergriBerung aufgetragen und
die Wirkung der finf weiteren Relaxationsschritte und der zweiten
FE-Approximation dargestellt.

2.FE-Approximation

5 Relaxationsschritte
1. FE-Approximation

Bild 6.7: UnregelmiBig versteifter Nivellemnetzug;

Reduktion der Restfehler durch die 2. FE-Iteration

Anhand von Bild 6.7 erkennt man sehr gut die unregeImaBigen Restfehleranteile,
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die von der ersten Approximation zuriickbleiben. Durch die fiinf Relaxations-
schritte wird diese Kurve geglattet und anschlieBend werden durch die zweite

Kurvenapproximation wieder die systematischen Fehleranteile gut eliminiert:

6.4 Zweidimensionaler linearer finite Elementeansatz

Fur den zweidimensionalen Fall werden zunichst lineare finite Elemente

gewahlt. Diese Elemente haben in einem Einheitsintervall folgende Darstellung.

UCE, M) = coq + Coum + C gk + cy(f 0<¥F=<l (6.33)
0 sns<l

Fihrt man wieder einen Unbekannteniibergang auf die Funktionswerte in den Knoten

durch, so setzt man zunichst die Funktionswerte in diesen Knoten an.

u(0,0) = ¢,y

ul0,1) = ¢4 + ¢y

u(l1,0) = ¢y, + ¢y

ull, 1) = coq + cqy *+cyq +cpy (6.34)

Daraus ergibt sich die Umkehrung

Coo = u(0,0)

Coy = -ul0,0) + u(0,1)

Cyg = -ul0,0) +ull,0)

Cyp = ul0,0) - u(0,1) - ull,0) + ull,1) . (6.35)

Setzt man diese Werte in die Darstellung im Einheitsintervall ein und ordnet die

Gleichung nach den neuen Unbekannten, so erhilt man
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uCg,m) = (1-n)C1-F)u(0,0) + n(l-Flul0,1) + (1-m)¥ull,0) + qEu(l, 1)
(6.36)
Nun geht man von der Darstellung im Einheitsintervall ab und geht auf mehrere

Elemente mit den globalen Koordinaten x,y und den knotenbezogenen Koordinaten

Ei,m, uber, wobei die Knoten selbst wieder durch Indizes bezeichnet werden.

1 1
U(X,y) = z Z (1+(—1)i*lfi)(l+(—'1)'j+1"h) UH”.“” (637)

J=0 i=40

ii
1]

INT ( (x-x,) /a)
INT( (y-ye) /b)) o

(x-ali1i+1)-x,) / a

(y-b(jj+j)-ys) / b

Die Ableitungen ergeben sich mit

L
Gelx,y) = E Y Y I =1y Uy gy (6.38)
d 40 i=0
Lo
a0y =2 Y Y D D) gy (6.39)
10 1=0

Die Werte a und b sind die Intervallangen in x- und y-Richtung.

6.5 Zweidimensionaler kubischer finite Elementeansatz

Fur jedes Flachenelement wird ein bikubisches Polynom mit den unbekannten

Koeffizienten ¢;,, i=0,1, .. ,3, j=0,1, .. ,3 angesetzt.

UCE, M) = Cyg + CqyM + CgpM2 + Cogn® +
Crof + CpLy8M + €M + gl +
Cogf? + Cy E2M + CppB27M% + Cypk27° +

Caof® + Cay83M + 832 + g 8P

<=

-+

-+

3 3
> ) cyy Eiml (6.40)

i=0 j=0

ulg,m)
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An Stelle der unbekannten Koeffizienten c;; wird auf neue Unbekannte
ubergegangen, die eine direkte Beziehung zum Nachbarelement herstellen. Diese
neuen Unbekannten sind die Funktionswerte an den Intervallgrenzen, die Werte der
Ableitungen der Funktion nach ¥ und m an den Intervallgrenzen und die Werte der

gemischten zweiten Ableitungen an den Intervallgrenzen.

oul ) 3 i -
el AL VIS ED YD I PR AL & (6.41)
4 =1 §=0
3 3
aU(Za,],']) = uq(fl'q) = Z Z J cij Zi:qj-l (542)
i=f j=1

3 3
auféi,ﬂ) = auqég,ﬂ) = ugq(zln) = 2: Z 1j Cy; Fi-1ni-1 (6 43)

i=1 j=1

Werden fir diese Funktionen die speziellen Intervallgrenzen eingesetzt, so

ergeben sich folgende Beziehungen.

ul0,0) = ¢,y Uy (0,0) = ¢y,
3 3
ull,0) = ) ¢y u (1,00 = ) ¢y,
i=0 i=0
3 3
ul0,1) = ) cqy u (0,1) = ) j gy
j=0 i=0
3 3 3 3
ull,1) = ) ) oy u (1,10 = ) Y ey
=0 §=0 i=0 j=0
ug (0,00 = ¢y U, (0,0) = ¢,
3 3
Uu (1,00 = ) 1 ¢y Uy (1,00 = 3 i cyy
i=0 i=0
3 3
ue (0,1) = ) ¢y u, (0,10 = ) jecy
=0 =0
3 3 3 3
U (L, = ) ) iy, Upg (11D = ) ) 1§ ey (6.44)
i=0 3=0 i=0)=0

Mit Hilfe dieser Formeln kann von den Unbekannten c;; auf die neuen Unbekannten

u(0,0),ull,0),ul0,1), ... ,u,(1,1) iibergegangen werden. Ordnet man die
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,C33 Und die neuen

unbekannten Koeffizienten in der Reihenfolge c4p,Cpy, ...

Ugq (1,1) 1n jeweils einem

Unbekannten in der Reihenfolge u(0,0),u(l,0) ...

(6.45)

Vektor ¢ und u an, so kann der Ubergang dargestellt werden durch

wobei sich die Matrix A aus den obigen Formeln ergibt

l |

OO — OO OMOOOMO OO
OO — OSSO OMOOONOOOWw
OO —OOOMO 1O OMOMNM
DAt D e— OMOMO O OO
OO O — OO ON OO OMOOOWw
OO O OO NOOONOOO =T
COCOO— O OO O OO OO
DO — O NN OO OO OoOo o
OO O OO — OO MO OMO
OO At OO et = OO O NI O NI
OO OO et vt D 1 D vt vt —t 4t —t
St QO Attt —t OO OCOOOO
OOt — OO OO OOMMOOOOD
OO erd e O OO OO ONANOOOOD
OOt — OO O O rdrirt v OO O
T~ O OO OO O OO OO OO

| I

00000011002200%1
| |

OOt O S O O\ T3 et O
1 I I 1

00110000003300&%2
1 I

1 1

000000320064003n_/.
I |

00000000103210%2
I |

00001032206410?.02
| 1 1

00000000009600.._04
|

0032000000960064
1 1

1 !

| J

—
i
=T
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Stellt man die Formel des bikubischen Flachenelements in Vektorform dar, so

ergibt sich
wEm =cz =zl (6.46)

wenn 2 ein Vektor mit den Elementen ¥ind, i,j=0,1,2,3 ist. Der Obergang auf die

neuen Unbekannten stelle sich dar als

utg,m) = 2le = 2Taly - mTu . (6.47)

Lur vereinfachten Schreibweise werden zunachst folgende Funktionen eingefiihrt.

p(t) =1 - 3t2 + 22 = (t-1)% (2t+1) (6.48)

(t) = t -2t + t2 = ¢ (t-1)2 (6.49)

p(1-t) = 3tz - 2t =1 - y(t) (6.50)

p(l-t) = tz - t? (6.51)
Die Koeffizienten p,,p,, ... ,Ps VOn ¥ werden aus ’STA"1 errechnet.

Py = 2(%) xln) ps = x(E) wln)

P, = 2(1-§) x(m) Pro = 2(1-8) wln)

ps = x(&) xll-7) Py = - 2g) wll-n)

Py = x(1-¥) x(1-7m) P, = - yl1-E) wll-n)

ps = 0(F) y(7) Py = 0(E) wlin)

pg = - wll=¥§) g(m) Prs = 0(L-F) wln)

p; = w(¥) y(1-9) Ps = — 0lf) oll-n)

pg = - wll=¥) y(1-n) Pirg = 0(1-F) o(l-n) (6.52)

Ordnet man nun die vier Eckpunkte des quadratischen Elementes mit seinen vier

Unbekannten in entsprechender Reihenfolge zu, so erhdlt man
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U, (0,00 + pyy Uy, (0,0) +

py ul0,0) + pg u, (0,0) + pg

u(g,m)

tpp ull,0) + pg ue(1,0) + pyg upg(1,0) + pyy up,(1,0) +

1

0

(

u
+ p, ufl

t Py

D)+ py U (0,1) + pyy ug(0,1) + prg up,(0,1) +

(6.53)

)+ py Ugy (1,10

(1

U (1,1) + pyy Uy

1) + p,g

!

das Nachbarelement

icht in

1C

hr le
Verlauf der Approximationsfl]

Die 16 Unbekannten dieses Elementes konnen nun se

he zu

ac

igen

um einen stet

1
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!
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t Hi
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einzelnen Unbekannten aufzuzeigen.

MO
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Bild 6.8: EinfluB der 4 Unbekannten
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Flhrt man anstatt der Parameter ¥ und 1 jeweils lokale Parameter ¥, und M3 1N
bezug auf den entsprechenden Gitterpunkt ein (&0 1=0 * gy=g; i=1 * F,=1-F
UNERNE IR PEL PR ES B M;=1-1), so ergibt sich die Formel fiir die bikubische
Funktion mit

1 1
ulg,m) =y ) 2 xng) uld, )+ (=D alg )gln,) u (i, §) +

J=0 i=0

I delny) ug (3, ) + (-D)1detE, Jaln,) uy, (1,5)
2 Jolng) u,(1,] Elolny) uy, 3(5'54)

Die Ableitungen der Funktion in Richtung ¥ und 7 ergeben sich mit
1 1
u (E,m) =) ) (=10 (g dylny ) uli, ) + 0 (5 )x(my) ue (i, 3) +
J=0 {=0

=D el ) uy(i,]) + (=1Ma' (¢ )alny) vy, (1,5)
(6.55)
1 l
u (E,m =5 ) (=1 pCE g (myduli, §) + (=1 a(E )y (g dup (3, §) +
J=0 i=0
F gt () uy G 3) + (DelE e () uy, (1,3)
ALY M/ Uptl,] £ N/ Ugqtl,] (6.55)
Geht man auf globale Koordinaten x,y iiber und kennzeichnet die entsprechenden

Knoten durch hochgestellte Indizes, so ergibt sich

l
ub,y) =3 ) gEx(ny) uk + (-DFulE )yln) a u* +

J=0 i=0
+ (=I(E el ) b u, + (-1)"elE Juln,) ab ug,* (6.57)
mit
k = 1i+i,jj+] ... Knotenbezeichnung
i1 = INT ((x-x¢)/a) ¥ = (x-alii+i)-x,) / a
JI = INT (Cy-yg)/b)  my = (y-bljj+j)-y,) / b .

Die Ableitungen der Funktion in x und y Richtung ergeben sich mit
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l 1

U x,y) = ¢ “zo “ZO L (E ) ging) uk + o' (E )g(n,) a ut +
+ (=10 (g dulng) b ougk + (=1)de' (E, Jaln,) ab Ut o g,
I + ¢ .
u, (x,y) = " JZ; 1Z:o(—l)ix(fi)x'(m) uk (=10 30(E )y (ny) a uk +
(e () bougk + (-DPal¥ Je'(n,) ab Upo® (5 59)
wobei
(t) =1 - 3t2 + 2 (6.60)
(t) =t - 2t2 + t2 (6.61)
1) = B =g - gt (6.62)
o'(t) = 98-y - gt aap2 (6.63)
sind.

6.6 Abschatzung der Rechenoperationen

Bezeichnet man mit m die Anzahl der Unbekannten und mit n die Anzahl der
Beobachtungsgleichungen, so ergeben sich bei einem Relaxationsschritt mit den
konjugierten Gradienten 2n(g+!)+2m Additionen oder Subtraktionen und
2n(g+1)+2m+2 Multiplikationen beziehungsweise Divisionen, wobei g die Anzahl
der Elemente ungleich Null pro Beobachtungszeile darstellt (Auswertung der
Formeln 2.46). Bei der Berechnung der finiten Elemente und deren Aufsummmierung
bei den Normalgleichungen treten bei bilinearen Elementen n{8v2+6v+13)
beziehungsweise n(8v2+10v+12) Rechenoperationen auf (Auswertung der Formeln
6.36-6.38). Der Wert von v ist durch die Anzahl der Arten von Unbekannten
festgelegt. Bei einem Hohennetz wird nur eine Art von Unbekannten (Hohen), bei
einem Lagenetz werden zwei Arten von Unbekannten (x,y-Koordinaten) auftreten.
Lusatzliche Unbekannte wie zum Beispiel ein gebietsweiser Refraktionskoeffizient
oder MaBstabe konnen als alleinstehende Unbekannte oder auch als eigene

Unbekanntenart Beriicksichtigung finden. Bei solchen gemischten Modellen ist die
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Rechenoperationsabschatzung etwas aufwendiger. Am einfachsten ist es, die
Formeln fir die normale Aufstellung der Normalgleichungen zu verwenden und die
zusatzlichen Operationen, die durch die Berechnung der Formfunktionen der
finiten Elemente entstehen, zu vernachlissigen. Es treten bei der Aufstellung
%ng(g+3) Additionen und gleich viele Multiplikationen auf. Fir

bikubische Elemente ergeben sich n(128v2+24v+10) beziehungsweise
n(128v2+40v+102) Operationen (Auswertung der Formeln 6.57-6.63). Da ab der
zweiten finiten Elemente Approximation nur mehr die rechte Seite neu ermittelt
werden muB, sind hier nur mehr 4ng Additionen und Multiplikationen bei

bilinearen Elementen und je 16ng Operationen bei bikubischen Elementen

durchzufthren.

Fir die Gleichungsauflosung wird auf eine Rechenoperationabschitzung nach

R. Hanson (1978) zuriickgegriffen:

Cholesky bei einer vollen Matrix Sub. Mult.+Add.
Zerlegung % nim-1) % n(m+4) (m-1)
rechte Seite m % mim+l)
Auflosung m % m{m+1)

Cholesky bei gebanderter Matrix Sub. Mult.+Add.
Zerlegung 7 (b=1)(2n-b) § b(b+1)(3m-2b+2)
rechte Seite n ; bln-b+1)
Auf16sung m ; b2n-b+)

(6.64)
Lusdtzlich missen noch m Wurzeln berechnet werden. In den Formeln (6.64)
bedeutet b die Bandbreite. Das ist die groBte Entfernung eines Nichtnull-
elementes von der Diagonale, wobei auch das Diagonalelement mitgezahlt wird. Bei

profilorientierter Verarbeitung muB eine mittlere Bandbreite eingesetzt werden.
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6.7 Anwendung auf Hohennetze

Die Umsetzung dieser Formeln auf die Approximationsaufgabe bei dem Verfahren
der kombinierten Berechnung mit den konjugierten Gradienten erfolgt auf &hnliche
Art wie beim eindimensionalen Ansatz (siehe Kap.6.3). Hoheninformation bei
Beobachtungen zu oder von einem Festpunkt geht direkt in die entsprechende
Formel (6.37) bzw. (6.57) fiir u(x,y) ein, wobei x und y die Lageparameter des
Hohennetzes und u(x,y) die entsprechende Hdoheninformation darstellen. Aus den
beobachteten Hohenunterschieden wird wieder eine Information iber die Steigung
der Approximationsflache gewonnen, wobei die Formeln 6.38 und 6.39 bzw. 6.58 bis
6.63 angewendet werden. Wie man aus den Zeichnungen fir die Formfunktionen
(Bilder 6.5 und 6.8) entnehmen kann, ist die Ableitung der y-Funktion bis auf
das Vorzeichen unabhangig vom Bezugspunkt. Wenn also nur Hohenunterschiede
beobachtet werden, muB die absolute Héhe durch Festlegung einer der
Formfunktionen frei gewdhlt werden. Wenn zu einem Knoten iberhaupt keine oder
zuwenig Information (absolute oder relative Hoheninformation) vorhanden ist,
fihrt dies ebenfalls auf ein singulares Problem. A1l diese Schwierigkeiten
konnen durch Einfihrung von Biegungsbedingungen vermieden werden. Zwischen den
unbekannten Funktionswerten werden dabei zusdtzliche Beobachtungen eingefiihrt,
die die Krimmung der Approximationsfldache bestimmen. Durch Variation der
entspechenden Gewichte kann die Starke der Krimmung der Approximationsfliche
beeinfluBt werden. Durch diese zusdtzlichen Beobachtungen werden alle
Rangdefekte behoben. Diese Methode der Biegungsbedingungen wurde von H. Ebner
[1979] zur Berechnung von digitalen Hohenmodellen mit Hilfe linearer finiter

Elemente angewendet.

Das in Kapitel 3 dargestellte Hohennetz wird mit diesem kombinierten
Verfahren berechnet. Beim Hohennetz Fall 1 und 2 (Festpunkte in regelmiBig
verteilter Randlage bzw. ein Festpunkt am Rand) wird nach

10 Relaxationsschritten (KG-Iterationen) eine Flichenapproximation
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(FE-Approximation) durchgefiihrt, wobei zwei kubisch Elemente zugelassen werden
(6 Gitterpunkte mit je 4 Unbekannten, Ubergang von 197 bzw. 199 auf 24
Unbekannte). Im Falle 1| kdnnen damit im ersten Schritt die maximalen
Abweichungen von 41 Einheiten (ca. 10/ des Anfangsfehlers) auf 12 Einheiten (ca.

3/ des Anfangsfehlers) gesenkt werden (siehe Bilder 6.9 und 6.10).

Bild 6.9: Hohennetz, Fall I,

Restfehler nach 10 Relaxationsschritten

Bild 6.10: Hohennetz, Fall 1,
Restfehler nach 10 Relaxationsschritten und einer

FE-Approximation
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Da bei diesem Beispiel die konjugierten Gradienten eine sehr gute Konvergenz
aufweisen, ist der Vorteil durch die Approximation sehr gering. Wenn man das
Hohennetz, Fall 2 betrachtet, das durch seine schlechte Lagerung keine gute
Konvergenz aufweist, so kann man die Starke des kombinierten Verfahrens schon
besser erkennen. Die maximale Abweichung sinkt durch die FE-Approximation von
64 Einheiten auf 9 Einheiten ab, womit die Fehler bis auf ungefahr 2/ der

Ausgangswerte abnehmen (siehe Bild 6.11 und 6.12).

3P3WBVIBS 40 8 49 49 18 S 18 IS
o o o o v{ u\n\n/o o o o () ° U
-] -] -] O o oy (] o -] o 4
a o o o o o o o o -]

Bild 6.11: Hohennetz, Fall 2,

Restfehler nach 10 Relaxationsschritten

Bild 6.12: Hohennetz, Fall 2,
Restfehler nach 10 Relaxationsschritten und einer

FE-Approximation



_89..

Nach weiteren 10 Relaxationsschritten ist der Restfehler bereits auf 0.2/
gesunken. Hier kann man sehr schon die wirkungsvolle Ergianzung der beiden
Verfahren erkennen. Es wird nach gleicher Rechenzeit wie im Fall | auch hier die

gleiche Rechengenauigkeit erreicht.

Wenn man die regeImaBige Verteilung der Lagekoordinaten durch zufdllige
Verteilung stort, sodaB anstatt der regeImiBigen Quadrate nun ein unregelmdBiger
Punkthaufen entsteht (siehe Bild 6.13), so gelangt man zu folgendem Ergebnis:

-

NIES~ '~
Mt o
ST
ST ey
SRR T

Bild 6.13: Hohennetz mit unregelmaBiger Punktverteilung

konj. Gradienten 10 KG 30 KG 50 KG 60 KG
| Ax | 2 92 8
DXgax -64 b -8 -1

komb. Verfahren 10 KG E 10 KG FE

é 62 8

F
|Ax| 407 9
DXy ax -64 -1 -1 -1

Wie man erkennt, ist in diesem Fall das kombinierte Verfahren nach zwei
Iterationen mit jeweils 10 Relaxationsschritten (KG) und einer Approximation
(FE) gleich gut wie die konjugierte Gradientenmethode mit 60
Relaxationsschritten. Wenn man die Anzahl der Operationen pro Relaxationsschritt

berechnet, wobei nur die arithmetischen Rechenoperationen und nicht die
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Adressrechenoperationen beriicksichtigt werden, so gelangt man auf ungefahr 2600
Grundoperationen (Mult.+Add.). Diese Anzahl ist eine lineare Funktion der Anzahl
der Beobachtungen und der Anzahl der Unbekannten. Bei 60 Relaxationsschritten

ergeben sich damit ungefdhr 157 000 Operationen.

Bei der Approximationsmethode mit bikubischen Elementen ergeben sich fiir die
Aufstellung und Berechnung der Unbekannten rund 100 000 Grundoperationen, wobei
diese Anzahl wieder eine lineare Funktion der Beobachtungsanzahl ist. Der
GroBteil der Rechenoperationen entsteht bei der Aufstellung der
Normalgleichungen, da in jeder Beobachtungsgleichung 16 bzw. mit der rechten
Seite 17 Koeffizienten ungleich Null sind. Diese Normalgleichungen miissen jedoch
nur einmal aufgestellt und reduziert werden und konnen dann ofters verwendet
werden (siehe Beispiel in Kap. 6.3). Fiir jede weitere Approximation ist also nur
mehr die rechte Seite neu zu berechnen und zu reduzieren, wobei ungefihr & 500
Operationen anfallen. Der Einflud der Anzahl der finiten Elemente ist bei dieser
GroBenordnung des Beispieles verschwindend klein. In der Summe ergeben sich bei
dem kombinierten Verfahren (2 x 10 Relaxationsschritte und 2 bikubische

FE-Approximationen) wieder ungefdhr 157 000 arithmetische Rechenoperationen.

Bei der Verwendung von bilinearen Elementen reduziert sich die sehr
aufwendige Normalgleichungsaufstellung auf 11 000 Operationen, da in den
Beobachtungsgleichungen nur 4 beziehungsweise mit der rechten Seite 5 Elemente
ungleich Null sind. Wenn man wieder 20 Relaxationsschritte und 2 bilineare
FE-Approximationen mit 24 Knoten durchfiihrt, so ergeben sich 66 000 Operationen.

Der dabei auftretende Genauigkeitsverlust wird in Kapitel 6.8 niher untersucht.

Neben der Verringerung der Rechenzeit erhoht diese kombinierte Methode auch
noch die Rechenstabilitat bei instabilen oder nur am Rande gelagerten Netzen

(siehe Endbemerkungen des Kap. 5.4).
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Werden diese Gleichungen mit Hilfe des Cholesky-Verfahrens ohne
Bericksichtigung der Nullelemente aufgeldost, so hat man etwa die zwanzigfache
Anzahl von Operationen (ca. 1.35xE+6) durchzufihren. Wenn ein Verfahren mit
Bericksichtigung der Nullelemente verwendet wird, so ist ohne die
Umnumerierungsphase mit ungefdhr 20 000 bis 102 000 Operationen zu rechnen,
wobei eine minimale Bandbreite von Il und eine maximale Bandbreite von 3!
angenommen wird. Bei einer mittleren Bandbreite von 21 ergeben sich 53 000
Operationen. Bei diesem Verfahren missen eine aufwendigere Datenorganisation und
mehr Arbeitsspeicher oder Plattenzugriffe mit direkter Adressierung in Kauf

genommen werden.

6.8 Anwendung auf Lagenetze

Bei der Anwendung dieser kombinierten Berechnungsmethode auf Lagenetze mu
fur jede Gruppe von Koordinatenunbekannten eine Approximationsfliche angesetzt
werden. Die Orientierungsunbekannten werden mit Hilfe von Summenzeilen bei der
Aufstellung der finiten Elemente eliminiert. Der MaBstabsfaktor wird bei der
Approximation als isolierte Unbekannte zusdtzlich zu den Knotenunbekannten

angesetzt.

Da der Aufwand bei der Berechnung mit bikubischen und bilinearen Elementen
sehr unterschiedlich ist, wird nun versucht, den erhdhten Rechenaufwand bei der
Verwendung bikubischer Elemente zu rechtfertigen. Zu diesem Zwecke werden die

Abweichungen mehrerer Netze mit beiden Verfahren verglichen.

Anhand eines Streckennetzes mit 200 Punkten, davon 4 Festpunkten und 675
widerspruchsfreien Beobachtungen, soll die Wirkung der beiden
Approximationsverfahren (bikubische und bilineare Elemente) aufgezeigt werden.

Die durch einen Zufallsgenerator verfalschten Naherungskoordinaten werden durch



25 Relaxationsschritte nach der Methode der konjugierten Gradienten verbessert .

Die Restfehler, die im Bild 6.14 dargestellt sind, dienen als Ausgangssituation
fur die Approximationen.

Bild 6.14: Streckennetz zum Approximationsvergleich,

Ausgangs lage nach 25 Relaxationsschritten

1\
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Bild 6.15: Streckennetz zum Approximationsvergleich;

Ergebnis mit 2 bikubischen Elementen
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Bild 6.16: Streckennetz zum Approximationsvergleich,

Ergebnis mit 15 bilinearen Elementen

Fur das im Bild 6.15 aufgezeigte Ergebnis der Approximation werden zwei
bikubische Elemente verwendet. Aufgrund der auftretenden sechs Gitterpunkte gibt
es 48 Unbekannte (je 4 Unbekannte pro Gitterpunkt und pro Unbekanntenart). Das
Ergebnis beim bilinearen Fall (Bild 6.16) berechnet sich durch eine
Approximation mit 15 Elementen, wobei 24 Gitterpunkte mit je 2 Unbekannten
auftreten. Wie aus den Bildern 6.15 und 6.16 ersichtlich ist, ist der hohere
Rechenaufwand nicht zu rechtfertigen. Das Ergebnis ist bei beiden
Approximationsmethoden, wo jeweils von 392 Unbekannten auf 48 Unbekannte
bergegangen (generalisiert) wird, fast gleich. Fir die Aufstellung der
bikubischen Elemente werden 457 000 Grundrechenoperationen (Multiplikationen
plus Additionen), fiir die der bilinearen Elementen dagegen lediglich 42 000

Operationen bendtigt.

Das im Kapitel 3.2 dargestellte Streckennetz Fall | bis 4 wird mit dieser
kombinierten Methode erneut berechnet. Der Rechengang wird bei allen Netzen
beibehalten. Es werden jeweils zwei auBere Iterationen (Verbesserung der

Naherungskoordinaten, Neuberechnung der Koeffizienten der linearisierten
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Beobachtungsgleichung) durchgefiihrt, wobei jede Iteration aus zehn
Relaxationsschritten mit der Methode der konjugierten Gradienten und einer
Flachenapproximation mit 16 bilinearen Elementen besteht. Fiir die Berechnung
sind damit ungefdhr 240 000 Grundoperationen erforderlich. Da pro
Relaxationsschritt 9 000 Operationen notwendig sind, entspricht der Aufwand der
Approximationen ungefahr 8 Relaxationsschritten. Bei den regeImaBigen Netzen
liegt der maximale Fehler unter 0.5/ der Ausgangsverfalschung, wobei zu bemerken
ist, daB das Netz mit zwei Festpunkten in benachbarter Randlage (Fall 3) das
beste Ergebnis liefert. Beim Streckennetz Fall 4 liegt der GroBteil der
Restfehler unter 1/. Die drei nordgstlichen Randpunkte weisen allerdings Fehler
von ungefahr 3/ der Ausgangsverfalschung auf. Bei diesem unregeImaBigen
Streckennetz kommt es in den Randgebieten zu einigen schleifenden Schnitten.
Durch die wenigen Relaxationsschritte mit den konjugierten Gradienten ist die
lokale Genauigkeit nicht extrem hoch, sodaB kleine Streckenfehler noch spurbare
Auswirkungen zeigen. Bei einer schlechten Punktbestimmung wirken sich diese

lokalen Restfehler stark auf die Punktlage aus.

An dem Streckennetz Fall 4 werden die verschiedenen Berechnungsarten
demonstriert. Als erste Variante wird die normale konjugierte Gradientenmethode
gewahlt. Be1 dieser Methode wird in vier duBeren Iterationsschritten
(Verbesserung der Naherungskoordinaten, Neuberechnung der Koeffizienten der
linearisierten Beobachtungsgleichungen) vorgegangen, wobei als Abbruchskriterium
der Relaxationsmethode die Verringerung des Betrages des Residuenvektors gewahlt
wird (100,10,\[161\[TB>. Die zweite Variante und schnellste kombinierte Methode
wird folgendermaBen berechnet: Der Betrag des Residuenvektors wird im ersten
Schritt mit Hilfe der konjugierten Gradientenmethode um den Faktor 100 ver-
ringert. Dann erfolgt eine Flachenapproximation mit 16 bilinearen Elementen.
Nach der Berechnung verbesserter Niherungskoordinaten wechseln nun beide Rechen-
verfahren einander ab, wobei als Abbruchskriterium bei der Gradientenmethode ein

Absinken des Betrages des Residuenvektors um den Faktor \/10 verwendet wird.
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Bild 6.17: Variante | (1.Iteration),

10 Relaxationsschritte

90 000 Rechenoperationen

Bild 6.18: Variante 2 (1.Iteration),

10 Relaxationsschritte
1 FE-Approximation
146 000 Rechenoperationen
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Bild 6.19: Variante 1 (2.+3 Iter.),

18+21 Relaxationsschritte

442 000 Rechenoperationen

Bild 6.20: Variante 2 (2.+3 Iter.);

Il Relaxationsschritte
2 FE-Approximationen
261 000 Rechenoperationen
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Bild 6.21: Variante | (4.1teration),

15 Relaxationschritte

577 000 Rechenoperationen

Bild 6.22: Variante 2 (4. Iteration),

4 Relaxationsschritte
| FE-Approximationen
304 000 Rechenoperationen

Die verbleibenden durchschnittlichen Restfehler liegen bei etwa 0.37. Die

Maximalfehler am Rand des Gebietes sinken auf 0.5# beziehungsweise 0.8/ ab. Da

die lokale Genauigkeit bei der kombinierten Methode auf Grund der wenigen

Relaxationsschritte mit den konjugierten Gradienten nicht sehr gut ist, kommt es

bei schlechter Punktbestimmung (schleifender Schnitt) zu einem schlechteren

Ergebnis (siehe auch SchluBbemerkung Kap.5). Wirde man dieses Netz mit Hilfe

eines Profilalgorithmus umnumerieren und dann berechnen, so kame man bei einer

Bandbreite von 34 Elementen auf ungefdhr

293 000 Grundoperationen plus 396

Wurzelberechnungen. Verwendet man anstatt dieser optimalen Bandbreite eine

Breite von 40 Elementen, so sind 390 000 Grundoperationen zur Aufstellung und

Berechnung notwendig. (Die Operationen fiir die Umnumerierung sind nicht

mitgerechnet.)
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AnschlieBend wird das Ergebnis der Berechnung des im Kapitel 3 dargestellten

Richtungsnetzes (Bild 3.17) aufgezeigt. Die zwei Berechnungsarten sind einander

gegenubergestellt.
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Bild 6.23: Variante I, Bild 6.24: Variante 2;
14+33+49 Relaxationsschritte 33 Relaxationsschritte
5 FE-Approximationen
864 000 Grundoperationen 366 400 Grundoperationen

Bei der ersten Variante wird das Absinken des Residuenvektors um 100,10 und 10
als Abbruchskriterium verwendet. In der zweiten Variante wird ein Absinken von
100 beziehungsweise eine Senkung um \/Tﬁﬂ als Abbruchskriterium eingefihrt. Es
ergab sich damit folgender Berechnungsablauf (14 K& - FE - 6 KG - FE - 4 KG - FE
-9 K& - FE - 4 K& - FE). Die verwendeten Rechenoperationen entsprechen ungefdhr
einer Berechnung mit Profilalgorithmen mit der Bandbreite von 40. Die
durchgefihrten @uBeren Iterationen (Verbesserung der Naherungskoordinaten,
Neuberechnung der Koeffizienten der linearisierten Beobachtungsgleichungen)
erwiesen sich bei der Gradientenmethode als sehr stark konvergenzfiordernd. Bei
der kombinierten Berechnung werden mit dem Absenken des Residuenvektors um den
Faktor 100 mit Hilfe der konjugierten Gradienten und der abwechselnden

Flachenapproximation mit gleichbleibenden Elementen und den konjugierten
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Gradienten (5 Relaxationsschritte oder Senkung des Betrages des Residuenvektors
um 1/ 10) die besten Ergebnisse erzielt.
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1. SchluBfolgerungen

Die Losungsgenauigkeit und die Konvergenzgeschwindigkeit bei der Methode der
konjugierten Gradienten ist stark abhdngig von den Eigenschaften des
Gleichungssystems. Bei der Anwendung dieses iterativen Rechenprozesses auf

geodatische (finite) Netze haben sich folgende Eigenheiten gezeigt:

Die Konvergenzgeschwindigkeit ist sehr stark abhangig von der Lagerung des
Netzes. Wie bei F.Steidler [1980] gezeigt wird, kdnnen gut gelagerte Netze oder
Netze mit mehreren weitverteilten Zwangspunkten mit sehr groBer Geschwindigkeit
berechnen werden. Die Anzahl der Rechenoperationen liegt unter jenen, die bei
der Anwendung von Profilalgorithmen bendtigt werden. Weit ausgedehnte Netze mit
wenigen, unginstig verteilten Zwangspunkten erfordern sehr viele

Rechenoperationen oder konnen bisweilen {iberhaupt nicht berechnet werden.

Die im Kapitel 3 aufgezeigten Hohen-, Strecken- und Richtungsnetze
untermauern diese Erkenntnisse und zeigen ferner, welche Arten von Restfehlern
durch diese Berechnungsmethode erhalten bleiben. Es zeigt sich, daB Fehler in
den Naherungskoordinaten zwischen Punkten, die durch Beobachtungen direkt
verbunden sind, sehr rasch und sehr exakt beseitigt werden. Fiir nur iber viele
andere Punkte verbundene Knoten ist hingegen eine schlechte relative Genauigkeit
zu erwarten. Die dadurch auftretenden systematischen globalen Verfalschungen

sind mit Hilfe der konjugierten Gradienten nur sehr schwer zu beseitigen.

Mit der schnell zu errechnenden guten Nachbarschaftsgenauigkeit kann bei
mehreren Anwendungen oft schon das Auslangen gefunden werden. Eine Anwendung,
die gerade diese spezielle Eigenschaft bendtigt, ist die Fehlersuche mit Hilfe
von Gewichtsveranderungen, wie sie von T.Krarup [1980] vorgeschlagen wurde.

Diese Methode beruht auf einer kontinuierlichen Veranderung des Gewichtsansatzes
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auf Grund der GriBe der Verbesserungen. Die Anwendung der Kombination der
konjugierten Gradienten und dieser Methode zur Suche von groben Fehlern bei
Hohen- und Lagenetzen wird in einer in Vorbereitung befindlichen Arbeit des
Verfassers aufgezeigt werden. Andere Anwendungsmoglichkeiten sind vor allem dort
gegeben, wo die Beobachtungsmatrix mehrmals geringfiigig verdndert wird oder nur
geringe Genauigkeiten verlangt sind. Solche Berechnungen wiren zum Beispiel bei
der interaktiven automatischen Grobtrassierung oder bei Netzoptimierungen
gegeben.

Bei allen diesen Arbeiten ist die Eigenschaft der Auftransformation der
Gradientenmethode, wie sie im Kapitel 4 aufgezeigt wird, oft vorteilhaft. Wenn
die Normalgleichungen einen Rangdefekt aufweisen, so wird automatisch die Losung

optimiert, das heiBt, der Betrag des Losungsvektors wird minimiert.

Durch die Analyse der Eigenwerte und Eigenvektoren der Normalgleichungen bei
geodatischen (finiten) Netzen kann auf Grund der dominanten Erscheinung der
kleinsten Eigenwerte ein unmittelbarer Zusammenhang zu den mittleren Fehlern
hergestellt werden. Da die Konvergenz der konjugierten Gradienten sehr
wesentlich von dem GroBenunterschied der Eigenwerte beeinfluBt wird, kann damit
eine direkte Verbindung zwischen Restfehlern und mittleren Fehlern abgeleitet
werden. Wo in einem Bereich groBe gleichartige mittlere Fehler auftreten, wird
die Methode der konjugierten Gradienten nach wenigen Iterationen nur ungenaue

Losungen liefern.

Um auch groBe Netze mit der Methode der konjugierten Gradienten mit wenig
Rechenaufwand berechnen zu kdnnen, wird im Kapitel 6 eine Kombination von
mehreren Methoden vorgeschlagen. Mit Hilfe der konjugierten Gradienten werden
die lokalen Beziehungen und durch eine Approximation durch finite Elemente die
globale Lagerung ermittelt. Diese beiden Methoden erganzen sich sehr gut, da bei

gut bestimmten Netzen die konjugierten Gradienten und bei schlecht bestimmten
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Netzen die Approximationsmethode mit finiten Elementen sehr gute Erfolge
erzielt. Damit wird vor allem bei groBen Netzen eine Steigerung der
Konvergenzgeschwindigkeit und der Rechenstabilitdt erreicht. Wie sich bei
praktischen Tests gezeigt hat, ist ein Tinearer finite Elementeansatz dem
kubischen Ansatz aus Griinden des Rechenaufwandes vorzuziehen. Die Anzahl der
Rechenoperationen bei der kombinierten Methode ist groBtenteils unabhingig von
der Netzgiite und 1iegt auch bei schlecht gelagerten Netzen im gleichen Bereich
wie bei Band- oder Profilalgorithmen. Bei sehr groBen Netzen miiBte jedoch eine

Verringerung der Rechenzeit mdglich sein.

Die Methode der konjugierten Gradienten und auch die kombinierte Methode
zeichnen sich vor allem durch ihre einfache Programmierungsmoglichkeit auch bei
groBen Datenmengen aus. Es ist kein groBer Aufwand an Datenstruktur notwendig.
Bei dieser Methode kann direkt mit den Beobachtungsgleichungen gearbeitet
werden, wodurch das Aufstellen der Normalgleichungen nicht erforderlich ist. Da
nur wenige Daten im direkten Zugriff gleichzeitig bendtigt werden, konnen
relativ groBe Netze mit wenig Arbeitsspeicher berechnet werden. Netze bis
ungefahr 400 Unbekannten konnen mit einem 30KByte Arbeitsspeicher ausgeglichen
werden. Der Platzbedarf bei groBeren Netzen steigt lediglich linear mit der

Anzahl der Unbekannten und der Beobachtungen.
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